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Capitulo3 Secuencias

Dado un alfabeto V, se define el conjunto de secuencias o cadenas de elementos de V
(ing., sequence o string), denotado por V*, como:

-heV*.
-VseV*:VYveV: v.s,s.veV”.

A representa la secuencia vacia, mientras que el resto de secuencias se pueden definir
como el ahadido de un elemento (por la derecha o por la izquierda) a una secuencia ya
existente. Asi, la secuencia s € V* se puede considerar como s =Vg. ... .v,. A, conv;eV, o,
abreviadamente, v,...v,,; diremos que vq es el primer elemento de la secuencia y v,, el ultimo.
También podemos decir que v, es el elemento de mas a la izquierda de la secuencia y v, el
de mas a la derecha, asi como que v;,; es el sucesor o siguiente de v; y que v; es el
predecesor o anterior dev;,{ 0 igualmente, que v;,; esta a la derecha de v; y que v; estd a
la izquierda de vj,.

Las operaciones basicas que se definen sobre las secuencias son: crear la secuencia vacia,
insertar un elemento del alfabeto dentro de una secuencia, y borrar y obtener un elemento
de una secuencia. Para definir claramente el comportamiento de una secuencia es necesario
determinar, pues, en qué posicion se inserta un elemento nuevo y qué elemento de la
secuencia se borra o se obtiene. En funcién de la respuesta, obtenemos diversos tipos
abstractos diferentes, de los que destacan tres: pilas, colas y listas; su implementacion se
denomina tradicionalmente estructuras de datos lineales (ing., linear data structures) o,
simplemente, estructuras lineales, siendo "lineal" el calificativo que indica la disposicién de
los elementos en una unica dimension.

3.1 Pilas

El TAD de las pilas (ing., stack) define las secuencias LIFO (abreviatura del inglés last-in,
first-out, o "el Ultimo que entra es el primero que sale"): los elementos se insertan de uno en
uno y se sacan, también de uno en uno, en el orden inverso al cual se han insertado; el Unico
elemento que se puede obtener de dentro de la secuencia es, pues, el ultimo insertado.
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Fig. 3.1: representacion grafica de las pilas, dada su gestion.

Este comportamiento es habitual en la vida cotidiana; por ejemplo, si apilamos todos los
platos de un banquete uno encima de otro, cualquier intento de obtener un plato del medio
de la pila acaba irremediablemente con la ruptura de la vajilla. En la programacion, las pilas no
sélo se utilizan en el disefio de estructuras de datos, sino también como estructura auxiliar en
diversos algoritmos y esquemas de programacién; por ejemplo, en la transformacion de
algunas clases de funciones recursivas a iterativas (v. recorridos de arboles y grafos en los
capitulos 5 y 6), o bien en la evaluacion de expresiones (v. seccién 7.1). Otra situacion tipica
es la gestion de las direcciones de retorno que hace el sistema operativo en las llamadas a
procedimientos de un programa imperativo (v. [HoS94, pp. 97-99]). Sea un programa P que
contiene tres acciones A1, A2 y A3, que se llaman tal como se muestra en la fig. 3.2 (donde
r, s y t representan la direccion de retorno de las llamadas a los procedimientos); durante la
ejecuciéon de A3 se disponen los puntos de retorno de los procedimientos dentro de una
pila, tal como se muestra en la misma figura (m representa la direccién a la cual el programa ha
de retornar el control al finalizar su ejecucién), de manera que el sistema operativo siempre
sabe dénde retornar el control del programa al acabar la ejecucion del procedimiento en
curso, obteniendo el elemento superior de la pila y eliminandolo seguidamente.

programa P accién A1 accion A2 accion A3
A1l; A2; A3;
r: S: t:
fprograma faccién faccién faccién
t
S
r
m

Fig. 3.2: un programa con tres acciones (arriba)
y las direcciones de retorno dentro de una pila (abajo).
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3.1.1 Especificacion

Dada una pila correspondiente a la secuencia peV*, p=vgv4...V,, con Vi: 0<i<n:v;eV,y
dado un elemento v eV, se pueden definir diversas operaciones de interés:

- Crear la pila vacia: crea (ing., create), devuelve la pila A.

- Insertar un elemento: empila(p, v) (ing., push), devuelve vgv;...v,V.
- Sacar un elemento: desempila(p) (ing., pop), devuelve vgvy...v, 4.
- Consultar un elemento: cima(p) (ing., top), devuelve v,,.

- Decidir si la pila esta vacia: vacia?(p) (ing., empty? ), devuelve cierto si p = Ay falso en
caso contrario.

En la fig. 3.3 se muestra una especificacion para el tipo de las pilas infinitas de elementos
cualesquiera con estas operaciones. La signatura establece claramente los parametros y los
resultados de las operaciones, y las ecuaciones reflejan el comportamiento de las diferentes
operaciones sobre todas las pilas, dado que una pila es, o bien la pila vacia representada por
crea, o bien una pila no vacia representada por empila(p, v), donde v es el ultimo elemento
afnadido a la pila (como minimo, hay uno) y p es la pila sin ese ultimo elemento (dicho en otras
palabras, el conjunto de constructoras generadoras del tipo es {crea, empila}). Destacamos la
importancia de identificar las condiciones de error resultantes de sacar o consultar un
elemento de la pila vacia. El identificador elem denota el tipo de los elementos, especificado
en el universo de caracterizacion ELEM (v. fig. 1.27).

universo PILA(ELEM) define

usa BOOL

tipo pila

ops
crea: — pila
empila: pila elem — pila
desempila: pila — pila
cima: pila — elem
vacia?: pila — bool

errores desempila(crea); cima(crea)

ecns Vpepila; Vveelem
desempila(empila(p, v)) = p; cima(empila(p, v)) = v
vacia?(crea) = cierto; vacia?(empila(p, v)) = falso
funiverso

Fig. 3.3: especificacion del TAD de las pilas.
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3.1.2 Implementacion

La representacion mas sencilla de las pilas sigue un esquema similar a la implementacién de
los conjuntos presentada en el apartado 2.1.4: los elementos se almacenan dentro de un
vector tal que dos elementos consecutivos de la pila ocupan dos posiciones consecutivas
en él, y se usa un apuntador de sitio libre que identifica rapidamente la posicién del vector
afectada por las operaciones de empilar, desempilar y consultar (v. fig. 3.4); es la denominada
representacion secuencial de las pilas. Con este apuntador ya no es necesario nada mas, ya
que el primer elemento de la pila ocupa la primera posicidon del vector, el segundo, la
segunda, etc., hasta llegar al apuntador de sitio libre. El comportamiento de las operaciones
de insercién y supresion de las pilas sobre esta implementacion se muestra
esquematicamente en la fig. 3.5.

sl

|

Fig. 3.4: representacion secuencial de la pila v4vs... v,,.

fl
n \ Al v |V
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N

Fig. 3.5: apilamiento de un elemento (izq.) y desapilamiento (der.) en la pila de la fig. 3.4.
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En la fig. 3.6 aparece el universo de implementacion del tipo. Como ya se ha dicho en la
seccion 1.6, la implementacion por vectores obliga a fijar el nimero de elementos que caben
en el objeto, de manera que la pila ya no es de dimension infinita y por ello la especificacion
correspondiente no es la de la fig. 3.3, sino que seria necesario modificarla aplicando los
razonamientos vistos en el caso de los conjuntos. Entre otras cosas, el TAD ofrece una
operacion para comprobar si la pila esta llena? para que el usuario pueda detectar esta
situacidn antes de provocar el correspondiente error.
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universo PILA_SEC(ELEM, VAL_NAT) es
implementa PILA(ELEM, VAL_NAT)

usa NAT, BOOL
tipo pila es tupla
A esvector[de 0 aval-1] de elem
sl es nat
ftupla
ftipo
invariante (p es pila): p.sl < val

funcién crea devuelve pila es
var p es pila fvar

p.sl:=0
devuelve p

funcién empila (p es pila; v es elem) devuelve pila es
sip.sl = val entonces error {pila llena}
sinop.A[p.sl] :=v; p.sl := p.sl+1
fsi

devuelve p

funcién desempila (p es pila) devuelve pila es
sip.sl =0 entonces error {pila vacia}
sinop.sl:=p.sl-1
fsi

devuelve p

funcién cima (p es pila) devuelve elem es
varv es elem fvar
sip.sl = 0 entonces error {pila vacia}
sinov :=p.Alp.sl-1]
fsi
devuelvev

funcién vacia? (p es pila) devuelve bool es
devuelvep.sl=0

funcién llena? (p es pila) devuelve bool es
devuelve p.sl = val

funiverso

Fig. 3.6: implementacion secuencial de las pilas.
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El coste temporal de las operaciones es 6ptimo, ©(1), siempre y cuando el coste de duplicar
elementos sea negligible'; en cambio, el coste espacial es pobre, porque una pila tiene un
espacio reservado ©(val), independientemente del numero de elementos que la formen en
un momento dado’, y considerando negligible el espacio ocupado por los elementos.

Siendo ésta la primera implementacion vista, es interesante plantearnos como podriamos
demostrar su correccidn, y lo haremos siguiendo el método axiomatico. Nos restringiremos a
la demostracién de la correccion de una operacion, empila, siendo similar la estrategia para el
resto de operaciones de la signatura. La especificacion axiomatica para empila es:

{sly <val}
<Ay, sly> := empila(<A+, sly>, V)
{ slp <val A absyja(<Ay, slo>) = empila(abs,ja(<A, sl>), v) }

Como la demostracion involucrara operaciones de vectores, definimos en la fig. 3.7 una
especificacion para los vectores indexados con indices naturales de cero a val-1 (la
extension a vectores mas generales queda como ejercicio para el lector). La invocacion
as(A, i, v) representa la asignacién A[i] := v mientras que cons(A, i) representa la indexacion
A[i] en el contexto de una expresion.

universo VECTOR(ELEM, VAL_NAT) és
usa NAT, BOOL
tipo vector

ops crea: — vector
as: vector nat elem — vector
cons: vector nat — elem
errores VAevector; Vie nat; Vve elem
[i>vall = as(A, i, v), cons(A, i); cons(crea, i)
ecns YAevector; Vije nat; Vv,weelem
(E1) as(as(A, i, v), i, w) = as(A, i, w)
(E2) [-NAT.ig(i, j)] = as(as(A, i, v), j, w) = as(as(A, j, w), i, V)
(E3) cons(as(A, i, v),i)=v
(E4) [-NAT.ig(i, j)] = cons(as(A, i, v), j) = cons(A, j)
funiverso

Fig. 3.7: especificacion de un TAD para los vectores.

' Para simplificar el estudio de la eficiencia, en el resto del libro nos centraremos en el coste intrinseco
de las operaciones del TAD, sin considerar el coste de las duplicaciones, comparaciones y otras
operaciones elementales de los parametros formales de los universos que los definen; si dichos
costes no fueran negligibles, deberian considerarse para obtener la eficiencia auténtica del TAD.

2 Este hecho no es especialmente importante si la pila ha de crecer en algun momento hasta val. De
todas formas, el problema se agrava cuando en vez de una Unica pila existen varias (v. ejercicio 3.20).
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Para empezar, debe determinarse la funcidn de abstraccion y la relacion de igualdad, amén
del invariante de la representacion, ya establecido. La funcién de abstraccion es similar al
caso de los conjuntos, lo cual es légico ya que la estrategia de representacién es idéntica:

(A1) absy;ja(<A, 0>) = crea
(A2) abspjja(<A, x+1>) = empila(absy;a(<A, x>), Ax])

Por lo que respecta a la relacion de igualdad, es incluso mas simple ya que, dadas las
representaciones de dos pilas, los elementos en la parte ocupada de los correspondientes
vectores deben ser los mismos y en el mismo orden:

(R) R piIa(<A1’ SI1>, <A2, S|2>) = (S|1 = S|2) AN (Vk 0<k< S|1'1: A1[k] = Ag[k])

Supongamos que el cddigo de empila que se propone inicialmente para cumplir esta
especificacion consiste simplemente en la asignacion <A,, sl,> := <as(Aq, sl4, v), sly+1>. Es
decir, la demostracidn que debe realizarse es:

sly<val = (sly +1 <val A abs;s(<as(As, sly, v), sli+1>) = empila(absy;(<As, sli>), v))

Estudiamos primero la satisfaccion de la segunda férmula de la conclusion. La igualdad se
puede demostrar de la manera siguiente:

abspjja(<as(Ay, sly, v), sli+1>) = { aplicando (A2) }

empila(abs,;a(<as(As, sly, v), sli>), cons(as(A, sy, v), sly)) = { aplicando (E3)}
empila(abs,a(<as(As, sly, v), sl>), v) = {conjetura }

empila(abs,ja(<Aq, sly>), v)

La conjetura que aparece, que se puede formular como lema, establece que una asignacién
en una posicion libre del vector no afecta el resultado de la funcién de abstraccién. La
demostracion es obvia aplicando (R) ya que el predicado R pila(<@s(Aq, sly, V), sly>, <Ay, sly>)
efectivamente evalua a cierto.

Notemos, no obstante, que la invocacién as(Aq, sly, v) provoca un error si sly = val, el valor
maximo del vector, que es un valor posible segun la precondicion; por esto, el cédigo de
empila debe proteger la asignacion con una condicion, tal como aparece en la fig. 3.6. De
paso, esta proteccién asegura que también se cumple la primera conjuncién de la
postcondicién, es decir, el invariante de la representacion de la pila resultado, con lo que
queda definitivamente verificada la implementacion de empila. Otra alternativa valida consiste
en modificar la precondicién de empila para evitar este valor del apuntador de sitio libre.

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



136 Estructuras de datos. Especificacion, disefio e implementacion

3.2 Colas

En esta seccion se presenta el segundo modelo clasico de secuencia: el tipo de las colas
(ing., queue). La diferencia entre las pilas y las colas estriba en que en estas ultimas los
elementos se insertan por un extremo de la secuencia y se extraen por el otro (politica FIFO:
first-in, first-out, o "el primero que entra es el primero que sale"); el elemento que se puede
consultar en todo momento es el primero insertado.

Las colas aparecen en diversos ambitos de la actividad humana; la gente hace cola en los
cines, en las panaderias, en las librerias para comprar este libro, etc. También tienen
aplicacion en la informatica; una situacion bien conocida es la asignacién de una CPU a
procesos de usuarios por el sistema operativo con una politica round-robin sin prioridades,
donde los procesos que piden el procesador se encolan de manera que, cuando el que se
estd ejecutando actualmente acaba, pasa a ejecutarse el que lleva mas tiempo esperando.

Fig. 3.8: representacion grafica de las colas, dada su gestion.

3.2.1 Especificacion

Dada una cola correspondiente a la secuencia c e V*, c=vgv4...v,, con Vi: 0<i<n:v; eV,y
dado un elemento v eV, definimos las operaciones siguientes:

- Crear la cola vacia: crea, devuelve la cola A.

- Insertar un elemento: encola(c, v) (ing., put 0 enqueue), devuelve vyvy...v,V.
- Sacar un elemento: desencola(c) (ing., tail o dequeue), devuelve v;...v,.

- Consultar un elemento: cabeza(c) (ing., head o first), devuelve v,.

- Decidir si la cola esta vacia: vacia?(c), devuelve cierto si c= A y falso en caso contrario.

Como es habitual, el tipo cola se encapsula en un universo parametrizado por el tipo de los
elementos, tal como se muestra en la fig. 3.9. En la especificacion de desencola y cabeza se
distingue el comportamiento de las operaciones sobre la cola vacia, la cola con un unico
elemento y la cola con mas de un elemento, y asi se cubren todos los casos. Es un error
intentar desencolar o consultar la cabeza de la cola vacia, desencolar un elemento de una
cola con un uUnico elemento da como resultado la cola vacia, la cabeza de una cola con un
unico elemento es ese elemento, y desencolar o consultar la cabeza de una cola con mas de
un elemento se define recursivamente sobre la cola que tiene un elemento menos.
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universo COLA (ELEM) define
usa BOOL
tipo cola

ops
crea: — cola
encola: cola elem — cola
desencola: cola — cola
cabeza: cola — elem
vacia?: cola — bool

errores desencola(crea); cabeza(crea)

ecns Vcecua; Yveelem
desencola(encola(crea, v)) = crea
[- vacia?(c)] = desencola(encola(c, v)) =

encola(desencola(c), v)

cabeza(encola(crea, v)) = v
[- vacia?(c)] = cabeza(encola(c, v)) = cabeza(c)
vacia?(crea) = cierto
vacia?(encola(c, v)) = falso

funiverso

Fig. 3.9: especificacion del TAD de las colas.

3.2.2 Implementacidén

Como en el caso de las pilas, se distribuyen los elementos secuencialmente dentro de un
vector y, ademas, se necesitan:

- Apuntador de sitio libre, sl, a la posicidn donde insertar el siguiente elemento.

- Apuntador al primer elemento de la cola, prim: dado que la operacion destructora de las
colas elimina el primer elemento, si éste residiese siempre en la primera posicion seria
necesario mover todos los elementos una posicién a la izquierda en cada supresion,
solucién extremadamente ineficiente, o bien marcar los elementos borrados, con lo
que se malgastaria espacio y seria necesario regenerar periédicamente el vector. La
solucion a estos problemas consiste en tener un apuntador al primer elemento que se
mueva cada vez que se desencola un elemento. Una consecuencia de esta estrategia
es que uno de los apuntadores (o ambos) puede llegar al final del vector sin que todas
las posiciones del vector estén ocupadas (es decir, sin tener una cola totalmente llena);
para reaprovechar las posiciones iniciales sin mover los elementos del vector, se
gestiona éste como una estructura circular (sin principio ni final), en la que el primer
elemento suceda al ultimo (v. fig. 3.10).
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- Indicador de si esta llena o vacia: la politica de implementacidn circular no da suficiente
informacion para decidir si una cola esta vacia o no, porque la condicion de cola vacia es
la misma que la de cola llena, prim = sl; por eso se puede anadir un booleano a la
representacion o bien un contador de elementos; la segunda opcidn es especialmente
util si se quiere implementar dentro del universo de definicidon de las colas una
operacién que dé su tamano.

prim \

sl
val-1
val-2
crecimiento
de la cola

Fig. 3.10: implementacion de una cola dentro de un vector circular de val posiciones.

En la fig. 3.11 se presenta una implementacion en Merli de las colas acotadas que sigue
todas estas consideraciones, estableciendo el invariante de la representaciéon que acota los
valores validos de los apuntadores y del contador y, ademas, los relaciona. Notemos el uso
de mod (la operacion que devuelve el resto de la divisién de dos numeros naturales) para
tratar el vector circularmente. El coste temporal de las operaciones es O(1) y el coste espacial
de la estructura queda ©(val), como cabia esperar en ambos casos.

En la literatura sobre el tema se encuentran algunas minimas variantes de este esquema, de
las que destacamos dos:

- Se puede evitar el booleano o contador adicional desaprovechando una posicién del
vector, de manera que la condicién de cola llena pase a ser que sl apunte a la posicion
anterior (médulo val) a la que apunta prim, mientras que la condicién de cola vacia
continua siendo la misma.

- Se puede evitar el apuntador sl sustituyendo cualquier referencia al mismo por la
expresion (c.prim + c.cnt) mod val, tal como determina el invariante.
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universo COLA_CIRCULAR (ELEM, VAL_NAT) es
implementa COLA (ELEM, VAL_NAT)

usa NAT, BOOL

tipocola es
tupla

A esvector[de 0 aval-1] de elem
prim, sl, cnt son nat
ftupla
ftipo
invariante (c es cola):

cprim<val A cent<val A c.sl = (c.prim+c.cnt) mod val

funcién crea devuelve cola es

var c es cola fvar
c.prim:=0;c.sl:=0;ccent:=0

devuelvec

funcién encola (c es cola; v es elem) devuelve cola es
si c.cnt = val entonces error {cola llena}

si no c.Alc.sl] :=v; c.sl ;= (c.sl+1) mod val; c.cnt := c.cnt+1

—h

Si

devuelvec

funcion desencola (c es cola) devuelve cola es

sic.cnt = 0 entonces error {cola vacia}
si no c.prim := (c.prim+1) mod val; c.cnt := c.cnt-1
fsi

devuelvec

funcién cabeza (c es cola) devuelve elem es
varv es elem fvar
sic.cnt = 0 entonces error {cola vacia}
sinov := c.Alc.prim]

devuelve v

funcion vacia? (c es cola) devuelve bool es
devuelvec.cnt=0

funcién llena? (c es cola) devuelve bool es
devuelve c.cnt = val

funiverso

Fig. 3.11: implementacion de las colas con un vector circular.
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3.3 Listas

Las listas (ing., list) son la generalizacion de los dos tipos abstractos anteriores: mientras que
en una pila y en una cola las operaciones solo afectan a un extremo de la secuencia, en una
lista se puede insertar un elemento en cualquier posicion, y borrar y consultar cualquier
elemento.

El uso de listas en la informatica es tan antiguo como la existencia misma de los ordenadores
y ha dado lugar a diversos modelos del tipo. Uno de los més habituales, que estudiaremos
aqui, son las llamadas listas con punto de interés®. Asimismo, veremos algunas variantes en
su uso e implementacion. Hay que destacar, no obstante, que frecuentemente se pueden
combinar caracteristicas de éste y de otros modelos para formar otros nuevos, siempre que
el resultado se adapte mejor a un contexto dado.

3.3.1 Especificacion de las listas con punto de interés

En las listas con punto de interés se define la existencia de un elemento distinguido dentro
de la secuencia, que es el que sirve de referencia para las operaciones, y este rol de
distincion puede cambiarse de elemento a elemento con la aplicacién de otras funciones del
tipo. Decimos que el punto de interés de la lista estd sobre el elemento distinguido. También
puede ocurrir, no obstante, que esté mas alla del ultimo elemento de la lista, en cuyo caso
decimos que el punto de interés esta a la derecha de todo; en cambio, el punto de interés
no puede estar nunca a la izquierda del primer elemento.

Un ejemplo inmediato de este modelo es la linea actual de texto en un terminal, donde el
cursor representa el punto de interés y sirve de referencia para las operaciones de insertar y
borrar caracteres, mientras que las flechas y, usualmente, algunas teclas o combinaciones de
teclas sirven para mover el cursor por la linea de manera que el punto de interés puede llegar
a situarse sobre cualquier caracter.

La existencia del punto de interés conduce a un modelo de secuencia diferente a los vistos
hasta ahora. En éste se distingue el trozo de secuencia a la izquierda del punto de interés y
el trozo que va del elemento distinguido al de la derecha del todo, y por eso el modelo es
realmente V*x V*. Notemos que cualquiera de las dos partes puede ser A segun la situacion
del punto de interés. En consecuencia, dada una lista |, | = <s, t>eV*x V*, s=54S4...Sp,
t=toty...tm, con Vi,j: 0<i<nA0<j<m:st eV, y dado un elemento v eV, se definen las
operaciones:

- Crear la lista vacia: crea, devuelve la lista <A, A>; es decir, devuelve una lista sin
elementos y el punto de interés queda a la derecha del todo.

® El nombre no es estandar; de hecho, no existe una nomenclatura unificada para los diferentes
modelos de lista.
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- Insertar un elemento: inserta(l, v) (ing., insert), devuelve <sgs;...spV, tot4...t>; es decir,
inserta delante del punto de interés, que no cambia.

- Sacar un elemento: borra(l) (ing., delete o remove), devuelve <syS;...Sp, t1...t>; €s
decir, borra el elemento distinguido (en caso de que el punto de interés esté a la
derecha del todo, da error) y el punto de interés queda sobre el siguiente elemento (o
a la derecha del todo, si el borrado es el ultimo).

- Consultar un elemento: actual(l) (ing., current o get), devuelve t,; es decir, devuelve el
elemento distinguido (o da error si el punto de interés esta a la derecha del todo).

- Decidir si la lista esta vacia o no: vacia?(l), devuelve cierto si | = <A, A>y falso en caso
contrario.

- Poner al inicio el punto de interés: principio(l) (ing., reset), devuelve <A, s .t >; es decir,
el punto de interés queda sobre el primer elemento, si hay, o bien a la derecha del
todo, si no hay ninguno.

- Avanzar el punto de interés: avanza(l) (ing., next), devuelve <sgSy...Spto, t1...t>; €s
decir, el elemento distingido pasa a ser el siguiente al actual (o da error si el punto de
interés esta a la derecha del todo).

- Mirar si el punto de interés est4 a la derecha del todo: final?(l) (ing., end? o eol?),
devuelve cierto si t= A y falso en caso contrario.

Esta signatura permite implementar de manera sencilla los dos esquemas de programacion
mas usuales sobre secuencias: el esquema de recorrido y el esquema de busqueda (v. fig.
3.12). En el esquema de recorrido se aplica un tratamiento T sobre todos los elementos de
la lista, mientras que en el esquema de busqueda se explora la lista hasta encontrar un
elemento que cumpla una propiedad A o bien hasta llegar al final; en caso de encontrarse
dicho elemento, el punto de interés queda situado sobre él. Por lo que respecta a la
busqueda, la situacion mas habitual consiste en comprobar si un elemento particular esta o
no dentro de la lista En las pre y postcondiciones y también en los invariantes de estas y
otras funciones, usaremos una operacion _e_ tal que, dado un elemento v y unalista I, v el
comprueba si v esta dentro de | y también dos funciones pi y pd que, dada una lista
| = <s, t>, devuelven s y 1, respectivamente.

Precisamente el esquema de recorrido sera uno de los mas usados en los algoritmos sobre
listas; es por este motivo por el que en el resto del texto seguiremos una notacion abreviada
que clarificara su escritura: siendo | una lista con punto de interés de elementos de tipo V y
siendo v una variable de tipo V, el bucle:

para todo v dentro de | hacer
tratar v
fpara todo
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{l = <vgvy...Viq, Vk---Vp} {l = <vovy...Viq, Vk---Vp}

| := principio(l) | := principio(l); esta := falso

mientras - final?(l) hacer mientras - final?(l) A ~ esta hacer
{I=vi:0<i<lpi(hll: T(v)} {1=(vi: 0 <i<llpihll: = A(v;)) A esta = A(actual(l)) }
T(actual(l)) si A(actual(l)) entonces esta := cierto
| := avanza(l) si nol:=avanza(l)

fmientras fsi

{Vvi: 0<i<n: T(vy)} fmientras

{esta=3di: 0<i<n: A(v,) A estd = A(actual(l))}

Fig. 3.12: esquemas de secuencias sobre listas con punto de interés
(izquierda, recorrido; derecha, busqueda).

es equivalente a la secuencia de instrucciones:

| := principio(l)
mientras - final?(l) hacer

tratar actual(l); | := avanza(l)
fmientras

La especificacion algebraica de este tipo de listas se basa precisamente en el modelo que se
acaba de introducir', donde se considera que una lista es un par de secuencias,
concretamente pilas dadas las operaciones que se necesitan. Estas dos pilas estan
confrontadas, de manera que la pila de la izquierda tiene la cima justo antes del punto de
interés y la pila de la derecha tiene como cima el punto de interés, y sus sentidos de
crecimiento son opuestos. Sobre estas pilas se necesita un enriquecimiento, concatena,
que pasa todos los elementos de la pila de la izquierda a la pila de la derecha; la operacion se
especifica convenientemente en el mismo universo de las listas. El universo genérico (v. fig.
3.13) queda finalmente definido sobre los pares de dos pilas (la secuencia de la izquierda y la
secuencia de la derecha) con una operacion privada que es la constructora generadora del
género. Observemos que las operaciones del TAD lista han sido especificadas respecto a las
constructoras generadoras del TAD pila donde ha sido necesario. En concreto, se ha
distinguido la pila vacia (representada por crea) de la pila no vacia (representada por
empila(p, v)) alli donde ha convenido. El resultado es correcto porque toda operacion ha
quedado definida para todas las listas posibles. Destaquemos también que la instancia de las
pilas ha sido efectuada con el parametro formal de las listas, y como los dos parametros se
definen en el mismo universo de caracterizacion, es necesario bautizarlos en la cabecera de
los universos genéricos para poder distinguir el tipo elem en ambos contextos. La instancia
es privada porque el usuario de las listas no ha de tener acceso.

* También se podria considerar el conjunto de constructoras generadoras {crea, inserta, principio} y
especificar por el método tradicional, pero el resultado seria mas complicado.
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Una modificacién interesante del tipo consiste en hacer que el punto de interés sélo sea
significativo en las operaciones de lectura y que no afecte ni a la insercién ni a la supresion de
elementos, borrando siempre el primer elemento (o el ultimo) e insertando siempre por el
inicio (o por el final). Incluso podriamos tener diversos tipos de operaciones de insercion y
supresion dentro del mismo universo. También se podria afiadir una operacién de modificar
el elemento distinguido sin cambiar el punto de interés. Estas variantes y otras aparecen en
diversos textos y su especificacion y posterior implementacion quedan como ejercicio para el
lector.

universo LISTA_INTERES (A esELEM) es
usa BOOL
instancia privada PILA (B es ELEM) donde B.elem es A.elem

ops privada concat: pila pila — pila
ecns Vp,p4,p2€pila; Vveelem
concat(crea, p) =p
concat(empila(py, v), p2) = concat(p¢, empila(p,, v))
tipo lista
ops
privada <_, _>: pila pila — lista
crea: — lista
inserta: lista elem — lista
borra, principio, avanza: lista — lista
actual: lista — elem
final?, vacia?: lista — bool

errores Vpepila
borra(<p, PILA.crea>); avanza(<p, PILA.crea>)
actual(<p, PILA.crea>)

ecns Vp,p+,p2€ pila; Vveelem
crea = <PILA.crea, PILA.crea>
inserta(<p4, po>, V) = <PILA.empila(p4, v), po>
borra(<p4, PILA.empila(p,, V)>) = <p1, p2>
principio(<p4, p2>) = <PILA.crea, concat(p4, ps)>
avanza(<p4, PILA.empila(p,, v)>) = <PILA.empila(p4, V), po>
actual(<p4, PILA.empila(p,, v)>) = v
final?(<p4, po>) = PILA.vacia?(p,)
vacia?(<py, po>) = PILA.vacia?(p;) A PILA.vacia?(p,)

funiverso

Fig. 3.13: especificacion del TAD lista con punto de interés.
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3.3.2 Implementacion de las listas con punto de interés

Para implementar las listas con punto de interés se puede optar entre dos estrategias:

- Representacion secuencial. Los elementos se almacenan dentro de un vector y se
cumple que elementos consecutivos en la lista ocupan posiciones consecutivas en el
vector.

- Representacion encadenada. Se rompe la propiedad de la representacion secuencial y
se introduce el concepto de encadenamiento: todo elemento del vector identifica
explicitamente la posicién que ocupa su sucesor en la lista.

a) Representaciéon secuencial

Mostrada en las figs. 3.14 y 3.15, su filosofia es idéntica a la representacion de las pilas y las
colas; sdlo es necesario un apuntador adicional al elemento distinguido para poder aplicar las
operaciones propias del modelo de lista. El problema principal de esta implementacion es
evidente: una insercién o supresion en cualquier posicion del vector obliga a desplazar
algunos elementos para no tener posiciones desaprovechadas, lo que resulta en un coste
lineal, inadmisible cuando estas operaciones son frecuentes o la dimensién de los
elementos es muy grande; ademas, los movimientos de elementos propios de una
representacidén secuencial son especialmente inconvenientes en el contexto de una
estructura de datos compleja que tiene apuntadores desde diferentes componentes hacia el
vector, porque el movimiento de un elemento de una posicion a otra exige actualizar el valor
de estos apuntadores, tarea ésta que puede ser laboriosa. La resolucion de estos problemas
lleva a la representacion encadenada.

universo LISTA_INTERES_SEC(ELEM, VAL_NAT) es
implementa LISTA_INTERES(ELEM, VAL_NAT)

usa NAT, BOOL
tipolista es
tupla
A esvector[de 0 aval-1] de elem
act, sl son nat
ftupla
ftipo
invariante (| es lista): l.act<l.sl < val

funcién crea devuelve lista es
var | es lista fvar

lact:=0;l.sl:=0
devuelve |

Fig. 3.14: implementacién secuencial de las listas.
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funcidn inserta (I es lista; v es elem) devuelve lista es
varies nat fvar
sil.sl = val entonces error {lista llena}
si no {desplazamiento de los elementos a la derecha del punto de interés una
posicién a la derecha, para hacer sitio}
para todo idesde I.sl bajando hasta l.act+1 hacer |.A[i] := I.A[i-1] fpara todo
I.sl := L.sl+1; L. A[l.act] := v; l.act := l.act+1

fsi
devuelve |

funcién borra (I es lista) devuelve lista es
varies nat fvar
sil.act=1.sl entonces error {final de lista o lista vacia}
si no {desplazamiento de los elementos a la derecha del punto de interés una
posicidn a la izquierda, para sobreescribir}
para todo idesde l.act hasta I.sI-2 hacer I.A[i] := I.A[i+1] fpara todo
l.sl:=1.sl-1

fsi
devuelvel

funcién principio (I es lista) devuelve lista es
lact:=0
devuelve |

funcién actual (I es lista) devuelve elem es
varv es elem fvar
sil.act = I.sl entonces error {final de lista}

sinov :=LLA[l.act]

Si

devuelve v

—h

funcién avanza (| es lista) devuelve lista es
sil.act = I.sl entonces error si no l.act := l.act + 1 fsi
devuelve |

funcién final? (| es lista) devuelve bool es
devuelve l.act = I.sl

funcién vacia? (1 es lista) devuelve bool es
devuelvel.sl=0

funcién llena? (I es lista) devuelve bool es
devuelve l.sl = val

funiverso

Fig. 3.14: implementacion secuencial de las listas (cont.).
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abcd1\\\\\ abd\\\\\% abvd\\\\

} £ 1 T3

act sl act sl act sl

Fig. 3.15: operaciones sobre listas con punto de interés: izquierda, la lista <ab, cd>; medio,
supresion del elemento distingido; derecha, insercion del elemento v en la lista resultante.

b)Representacion encadenada

El objetivo de la estrategia encadenada (ing., linked; también llamada enlazada) es evitar los
movimientos de elementos del vector cada vez que se borra o inserta. Por lo tanto, los
elementos consecutivos de la lista ya no ocuparan posiciones consecutivas dentro del
vector; es mas, la posicion que ocupa un elemento dentro del vector deja de tener
significado. Para registrar qué elemento va a continuacién de uno dado se necesita introducir
el concepto de encadenamiento (ing., link): una posicion del vector que contiene el
elemento v, de la lista incluye un campo adicional, que registra la posicién que ocupa el
elemento vy, 4. En la fig. 3.16 se muestra una primera version de la representacion del tipo,
donde queda claro que el precio a pagar por ahorrar movimientos de elementos es afiadir un
campo entero en cada posicién del vector. Parece una opcién recomendable, sobre todo
con listas muy inestables, o cuando los elementos de la lista son de dimension lo bastante
grande como para que el espacio de los encadenamientos sea desdefiable (o bien cuando
el contexto de uso no imponga requerimientos espaciales de eficiencia). Notemos que la
disposicion de los elementos dentro del vector ha dejado de ser importante y depende
exclusivamente de la historia de la estructura y de la implementacion concreta de los
algoritmos; es mas, para una misma lista hay muchisimas configuraciones del vector que la
implementan y esta propiedad deberia quedar establecida en la relacidon de igualdad del tipo.
El concepto de representaciéon encadenada es extensible a todas las estructuras lineales
estudiadas hasta ahora.

tipo lista es
tupla
A esvector[deOaval-1]de
tupla
v es elem; enc es entero
ftupla
act, prim son entero
ftupla
ftipo

Fig. 3.16: primera version de la representacion encadenada de las listas con punto de interés.
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Asi, pues, los elementos de la lista tienen un encadenamiento que los une, y con un
apuntador al primero de la lista, otro al elemento actual y una indicacién de qué elemento es
el ultimo (por ejemplo, dando a su encadenamiento un valor nulo, habitualmente -1) la
podemos recorrer, consultar, e insertar y borrar elementos. En la fig. 3.17 se muestran dos
configuraciones posibles de las muchas que existen para una lista dada. En el apartado (a),
cada posicién del vector incluye el valor de su encadenamiento, mientras que en el apartado
(b) se muestran estos encadenamientos graficamente apuntando cada elemento a su
sucesor, excepto el ultimo, que tiene un encadenamiento especial; esta notacion es mas
clara y por esto la preferimos a la primera.

prim act act prim
(dla| | _[PL_L_Lc dlc| L_[bL_L_la
-1l 4 7 0 -1 0 1 4
01 2 3 45 6 7 01 2 3 45 6 7

Fig. 3.17(a): dos posibles representaciones encadenadas de la lista <ab, cd>.

prim act act prim
v v J J
d|a b c df c b a

L, | 41 L) NIEEE! | 4 |

Fig. 3.17(b): idem, pero mostrando graficamente los encadenamientos.

Todavia queda por resolver la gestion del espacio libre del vector, ya que cada vez que se
inserta un elemento es necesario obtener una posicion del vector donde almacenarlo vy, al
borrarlo, es necesario recuperar esta posicién para reutilizarla en el futuro. Una primera
solucién consiste en marcar las posiciones del vector como ocupadas o libres, ocupar
espacio del final del vector hasta que se agote, y reorganizar entonces el vector, pero,
precisamente, el problema de este esquema son las reorganizaciones. Como alternativa, los
sitios libres se pueden organizar también como una estructura lineal con operaciones para
obtener un elemento, borrar e insertar. En este caso, y dado que no importa la posicién
elegida, el espacio libre se organiza de la forma mas sencilla posible, es decir, como una pila,
llamada pila de sitios libres, que compartira el vector con la lista, aprovechando el mismo
campo de encadenamiento para enlazar los elementos y asi no desperdiciar espacio (v. fig.
3.18).
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prim sl act
vy y[¥[ v[¥l v
d| a b c

35y g X

Fig. 3.18: idem fig. 3.17(b), izquierda, con gestion del espacio libre.

La representacion resultante presenta todavia un problema mas: al insertar y borrar
elementos es necesario modificar el encadenamiento del elemento anterior al distinguido.
Actualmente, la unica manera de encontrar el elemento anterior al actual es recorrer la lista
desde el inicio hasta llegar al elemento en cuestion, por lo que la insercidn y la supresion
tendrian un coste temporal lineal. La solucién obvia consiste en no tener un apuntador al
elemento actual, sino al anterior al actual y, asi, tanto la insercién como la supresién tendran
un coste constante. De todos modos, esta modificacion introduce un nuevo problema: ¢ cual
es el elemento anterior al primero? Este caso especial obliga a escribir unos algoritmos mas
complicados, que actuan dependiendo de si la lista esta o no vacia, de si el elemento a
suprimir es 0 no es el primero, etc. Para evitar estos problemas, existe una técnica sencilla
pero de gran utilidad, que consiste en la inclusién dentro de la lista de un elemento
fantasma o centinela (ing., sentinel ), es decir, un elemento ficticio que siempre esta a la
izquierda de la lista, desde que se crea, de manera que el elemento actual siempre tiene un
predecesor’. Dentro del vector, este elemento ocupara la posicidon 0, y como los algoritmos
no lo moveran nunca de sitio, no es necesario un apuntador al primer elemento de la lista.

ant

sl
v VAT ]
d b

gy Iy X

Fig. 3.19: idem fig. 3.18, con un elemento fantasma y apuntador al anterior.

En la fig. 3.20 se da un universo de implementacién de las listas encadenadas con elemento
fantasma y apuntador al anterior del actual, que deja todas las operaciones constantes
excepto crea. En la fig. 3.21 se muestra la mecdanica de insercidon y supresion de elementos
en listas encadenadas (para que los esquemas sean mas claros, no se dibujan los vectores ni
el elemento fantasma, sino directamente la secuencia de elementos y la pila de sitios libres).

® Es importante distinguir el modelo y la implementacion de las listas, ya que la técnica del fantasma es
totalmente irrelevante para la especificacion del tipo y, en consecuencia, para sus usuarios.
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Notemos que el invariante de la representacion es mas complejo que los que hemos visto
hasta ahora, porque es necesario establecer ciertas propiedades que cumplan los
encadenamientos. En concreto, en la primera linea se dan los valores permitidos para ant y
sl, y en la segunda y tercera lineas se establece que toda posicion del vector forma parte, o
bien sélo de la lista de elementos, o bien sélo de la pila de sitios libres. Para escribir
comodamente este predicado se utiliza una funcién auxiliar definida recursivamente,
cadena, que devuelve el conjunto de posiciones que cuelga de una posicién determinada
del vector siguiendo los encadenamientos; asi, cadena(l, 0) devuelve el conjunto de
posiciones ocupadas dentro de I, y cadena(l, I.sl) el conjunto de posiciones que forman la
pila de sitios libres dentro de I. La mayoria de estas propiedades del invariante se repetiran
en todas las representaciones encadenadas que estudiaremos al lo largo del texto, como
también la funcién cadena, en esta forma o con pequefas variaciones.

3.3.3 Implementacion de estructuras de datos con punteros

Las diferentes implementaciones vistas hasta ahora se basan en el uso de vectores para
almacenar los elementos de las secuencias. Esta politica presenta algunos problemas:

- En un momento dado, se desaprovechan todas las posiciones del vector que no
contienen ningun elemento. Este hecho es especialmente grave cuando hay varias
estructuras lineales y alguna de ellas se llena mientras que las otras todavia tienen
espacio disponible, inalcanzables para la estructura llena (v. ejercicio 3.20).

- Hay que predeterminar la dimensiéon maxima de la estructura de datos, aunque no se
disponga de suficiente informacion para escoger una cota fiable, o se trate de un valor
muy fluctuante durante la existencia de la estructura. Es mas, a diferencia de la notacion
empleada en este texto, muchos de los lenguajes de programacion imperativos
existentes en el mercado no permiten parametrizar la dimension del vector, lo cual
agrava considerablemente el problema y puede obligar a definir diversos mdédulos para
estructuras idénticas que sélo difieran en esta caracteristica.

- Los algoritmos han de ocuparse de la gestion del espacio libre del vector.

Los lenguajes imperativos comerciales presentan un mecanismo incorporado de gestion de
espacio para liberar al programador de estas limitaciones, que se concreta en la existencia de
un nuevo tipo de datos (en realidad, un constructor de tipo) llamado puntero (ing., pointer):
una variable de tipo puntero a T, donde T es un tipo de datos cualquiera, representa un
apuntador a un objeto de tipo T. En términos de implementacion, el espacio libre es
gestionado por el sistema operativo, que responde a las peticiones del programa, y un
puntero no es mas que una direccién de memoria que representa la posicidén de inicio del
objeto de tipo T, con el anadido de un mecanismo de control de tipo para impedir el uso
indebido de los objetos. El espacio asi gestionado se denomina memoria dinamica (ing.,
dynamic storage) del programa.

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



150 Estructuras de datos. Especificacion, disefio e implementacion

universo LISTA_INTERES_ENC(ELEM, VAL_NAT) es
implementa LISTA_INTERES(ELEM, VAL_NAT)

tipo lista es tupla
A esvector[deOavallde

tupla v es elem; enc es entero ftupla
ant, sl son entero
ftupla
ftipo
invariante (| es lista): (1 <l.sl<val v lLsl=-1) A lLantecadena(l, 0) - {-1} A
cadena(l, 0) n cadena(l, I.sl) ={-1} A
cadena(l, 0) v cadena(l, I.sl) = [-1, val]
donde se define cadena: lista nat — P(nat) como:
cadena(l, -1) = {-1}
n#-1 = cadena(l, n) = {n} U cadena(l, |.A[n].enc)

{En todas las operaciones, recordar que el punto de interés
es l.A[l.ant].enc y que el fantasma reside en la posicién 0}

funcién crea devuelve lista es
var | es lista; i es entero fvar
l.ant := 0; LA[O].enc := -1 {se inserta el elemento fantasma}
{se forma la pila de sitios libres}
para todo idesde 1 hasta val-1 hacer |.A[i].enc := i+1 fpara todo
I.A[vall.enc :=-1; l.sl := 1
devuelve |

funciéninserta (I es lista; v es elem) devuelve lista es
var temp es entero fvar
sil.sl = -1 entonces error {lista llena}
si no {v. fig. 3.21, abajo, derecha}
temp := L.A[l.sl].enc; L.A[l.sl] := <v, l.LA[l.ant].enc>
[.LA[l.ant].enc := lL.sl; l.ant := |.sl; |.sl := temp
fsi
devuelvel

funcién borra (I es lista) devuelve lista es
sil.A[l.ant].enc = -1 entonces error {lista vacia o final de lista}
si no {v. fig. 3.21, abajo, izquierda}
temp := l.A[l.ant].enc; I.A[l.ant].enc := l.A[temp].enc
[.LA[temp].enc := L.sl; I.sl := temp
fsi
devuelve

Fig. 3.20: implementacion encadenada de las listas.
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funcidn principio (I es lista) devuelve lista es

funcién avanza (1 es lista) devuelve lista es

lant:=0 sil.A[l.ant].enc = -1 entonces error
devuelve | sinol.ant :=|.A[l.ant].enc
fsi
funcién actual (I es lista) devuelve elem es devuelvel

varv es elem fvar
sil.A[l.ant].enc = -1 entonces error

sinov := l.A[l.A[l.ant].enc].v
si

devuelve v

funcién final? (| es lista) devuelve bool es
devuelve l.A[l.ant].enc = -1

—h

funcién vacia? (1 es lista) devuelve bool es
devuelve I.A[0].enc = -1

funcién llena? (I es lista) devuelve bool es
devuelve l.sl = -1

funiverso
Fig. 3.20: implementacion encadenada de las listas (cont.).
ant
a > b > C > d e
—> —> —o
sl
ant 00
v Y : L
a | b f---»| c t---»| d [ a » b = I, > d e
sl ’ ant
—— —> —e — —e

A

sl

Fig. 3.21: representacion encadenada de la lista <ab, cd> (arriba), supresién del elemento
distingido (abajo, a la izquierda) e insercion del elemento v (abajo, a la derecha).

Usando punteros, se puede obtener espacio para guardar objetos de un tipo determinado y
posteriormente devolver este espacio cuando el programa ya no necesita mas el objeto;
estas operaciones se traducen en la existencia de dos primitivas sobre el tipo:
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- obtener_espacio: funcion tal que, aplicada sobre una variable de tipo puntero a T,
obtiene el espacio necesario para guardar un objeto de tipo T, y devuelve como
resultado un apuntador que es el camino de acceso a ese objeto.

- liberar_espacio: accion tal que, aplicada sobre una variable de tipo puntero a T,
"destruye" el objeto apuntado por esta variable, de manera que se vuelve inaccesible
desde el programa. La invocacion de esta accion es el unico mecanismo existente para
destruir un objeto creado mediante obtener_espacio.

Desde el momento en que se ha obtenido espacio para un objeto hasta que se libera, este
objeto se refiere mediante su puntero asociado, escribiendo el simbolo 'A' como sufijo del
nombre del puntero. Cuando una variable de tipo puntero no apunta a ningin objeto (antes
de asociarle un objeto, después de desasociarle uno, o cuando lo forzamos explicitamente
mediante una asignacion), tiene un valor especial que llamamos NULO?®. Este valor también
es devuelto por obtener_espacio cuando no queda memoria dinamica disponible’; aplicar
liberar_espacio sobre un puntero igual a NULO provoca un error. También es conveniente
destacar que los objetos creados con obtener_espacio no se destruyen automaticamente al
finalizar la ejecucion del procedimiento donde se han creado (con la Unica excepcion del
bloque correspondiente al programa principal); ésta es una diferencia fundamental con los
objetos "estaticos" habituales. En la fig. 3.22 se ofrece un ejemplo de uso de los punteros.

En la fig. 3.23 se desarrolla una implementacion para las listas mediante punteros. De
acuerdo con el esquema dado, el tipo auxiliar de los elementos de la cadena se define
recursivamente. Fijémonos que el cambio de vector por punteros no afecta a los algoritmos
de las funciones sino Unicamente a la notacién. El invariante es similar al caso de los
vectores, adaptando la notacion y sabiendo que el sitio libre no es referible desde la
representacion. Por ultimo, notemos que no hay ningun parametro formal que defina la
dimension maxima de la estructura; ahora bien, en la insercién es necesario controlar que no
se agote el espacio de la memoria. Precisamente este hecho provoca que las
especificaciones de TAD estudiadas hasta ahora, infinitas o con cota conocida, no sean
validas para la idea de implementaciones por punteros; es necesaria una especificacion que,
de alguna manera, incorpore la nocidon de memoria dindmica, que se puede agotar en
cualquier momento, lo cual no es trivial y no se estudia aqui.

Por lo que se refiere al calculo de la eficiencia temporal, consideramos que un apuntador
ocupa un espacio ©(1). Es necesario tener siempre presente, no obstante, que si el
apuntador tiene un valor no nulo, habra un objeto apuntado, que tendra su propia
dimension. En caso de calcular el espacio real de una estructura de datos, la dimension
exacta de un apuntador sera un dato necesario. Por otro lado, la indireccion propia del
operador "N se considera también constante en cuanto a la eficiencia temporal.

® Algunos lenguajes no asignan forzosamente NULO como valor inicial de una variable puntero, lo que
puede dar lugar a alguna dificultad adicional en la gestion del tipo.

” Igualmente, no todos los lenguajes siguen esta norma.
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tipo pT es T ftipo {declaracion de un tipo de apuntadores a objetos de tipo T}

varp, q sonpT fvar {declaraciéon de variables para apuntar a objetos de tipo T;
inicialmente, p = g = NULO}

p := obtener_espacio {p apunta a un objeto de tipo T (o vale NULO, si no habia
suficiente memoria)}

prc:=5 {asignacion de un valor a un componente de la tupla apuntada
por p}

q := obtener_espacio

sip =qentonces... {comparacion de punteros (no de los objetos asociados), da
cierto si p y q apuntan al mismo objeto, lo que sera falso
excepto por una asignacion explicita p := q; también puede
comprobarse p # g, pero lo que no tiene ningun sentido es
hacer una comparacién como p < q}

grci=pie {notemos que las referencias a objetos pueden aparecer tanto
en la parte derecha como en la parte izquierda de una
asignacion}

liberar_espacio(p) {el objeto p~ se vuelve inaccesible; a partir de aqui y hasta que no

se vuelva a obtener espacio usando este puntero, p=NULOy
cualquier referencia a p” provoca error}

Fig. 3.22: ejemplo de uso del mecanismo de punteros.

La codificacién con punteros del tipo lista muestra las diversas ventajas de la representacion
por punteros sobre los vectores: no es necesario predeterminar un nimero maximo de
elementos en la estructura, no es necesario gestionar el espacio libre y, en cada momento, el
espacio ocupado por la estructura es estrictamente el necesario exceptuando el espacio
requerido por los encadenamientos®. De todas formas, el uso de punteros también presenta
algunas desventajas:

- No es verdad que la memoria sea infinita: en cualquier momento durante la ejecucién
del programa se puede agotar el espacio, con el agravante de no conocer a priori la
capacidad maxima de la estructura.

® Posiblemente un campo de encadenamiento con una implementacion mediante punteros ocupe mas
bits que un campo de encadenamiento con una implementacion mediante vectores, pero la diferencia
acostumbra a ser irrelevante respecto a la dimension total de los elementos.
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universo LISTA_INTERES_ENC_PUNT(ELEM) implementa LISTA_INTERES(ELEM)
tipo lista es tupla prim, ant son ~nodo ftupla ftipo
tipo privado nodo es tupla v es elem; enc es ~nodo ftupla ftipo

invariante (I es lista): I.prim = NULO A NULOe cadena(l.prim) A l.ante cadena(l.prim)-{NULO}
donde se define cadena: ~nodo — P(*nodo) como:
cadena(NULO) = {NULO}
p # NULO = cadena(p) = {p} u cadena(p”.enc)

funcién crea devuelve lista es

var | es lista fvar
l.prim := obtener_espacio {para el elemento fantasma}
sil.prim = NULO entonces error {no hay espacio libre}
sinol.ant := l.prim; l.ant*.enc := NULO
fsi

devuelve

funcidéninserta (I es lista; v es elem) devuelve lista es
var p es nodo fvar
p := obtener_espacio
sip = NULO entonces error {no hay espacio libre}
sino pA.v :=v; pAenc = Lanth.enc; l.anth.enc :=p; l.ant :=p
fsi
devuelve

funcién borra (I es lista) devuelve lista es
var temp es ~nodo fvar

sil.ant*.enc = NULO entonces error {lista vacia o final de lista}

si notemp := l.ant.enc; l.ant*.enc := temp”.enc; liberar_espacio(temp)
Si

devuelvell

—h

funcioén principio (I es lista) devuelve lista es
devuelve <l.prim, l.prim>

funcién actual (I es lista) dev elem es funcién avanza (| es lista) devuelve lista es
sil.ant*.enc = NULO entonces error sil.ant*.enc = NULO entonces error
si nov :=lLant*.ench.v si no l.ant := l.ant*.enc
fsi fsi

devuelve v devuelve |

funcién final? (| es lista) devuelve bool es funcién vacia? (1 es lista) devuelve bool es

devuelve l.ant*.enc = NULO devuelve l.prim~.enc = NULO

funiverso

Fig. 3.23: implementacioén encadenada por punteros de las listas.
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- Los punteros son referencias directas a memoria, por lo que es posible que se
modifiquen insospechadamente datos (e incluso c6digo, si el sistema operativo no lo
controla) en otros puntos del programa a causa de errores algoritmicos.

- La depuracion del programa es mas dificil, porque es necesario estudiar la ocupacion
de la memoria.

- Que el sistema operativo gestione los sitios libres es codmodo, pero a veces ineficiente
(v. ejercicio 3.17).

- Algunos esquemas tipicos de los lenguajes imperativos (por ejemplo, el mecanismo de
parametros, la asignacion y la entrada/salida) no funcionan de la manera esperada:
dados los punteros p y g a objetos de tipo T, dado el fichero f de registros de tipo T y
dada la funcidn llamada con un parametro de entrada de tipo T, destacamos:

¢ escribe(f, p) no escribe el objeto designado por p, sino el valor del puntero, que
es una direccion de memoria, y es necesario invocar escribe(f, p/). Ahora bien,
esta llamada también grabara en el fichero aquellos campos de T que sean
punteros (si los hay), que seran direcciones de memoria particulares de la
ejecucion actual del programa. Si en otra ejecucion posterior se leen los datos del
fichero, los punteros obtenidos no tendran ningun valor y se habra perdido la
estructuracion logica de los datos.

O p :=q no asigna el valor del objeto apuntado por q al objeto apuntado por p, sino
gue asigna la direccidon q a p.

¢ llamada(p) protege el valor del puntero p, pero no el valor del objeto apuntado por
p, que puede modificarse por mucho que el parametro se haya declarado soélo de
entrada (por valor, en la terminologia habitual de estos lenguajes).

- Diversos punteros pueden designar un mismo objeto, en cuyo caso, la modificacion del
objeto usando un puntero determinado tiene como efecto lateral la modificacion del
objeto apuntado por el resto de punteros.

- Una particularizacion del problema anterior son las llamadas referencias colgadas (ing.,
dangling reference). Por ejemplo, dado el trozo de cddigo:

var p, q son ~nodo fvar
p := obtener_espacio; q :=p
liberar_espacio(p)

se dice que q queda "colgado”, en el sentido de que su valor es diferente de NULO,
pero no apunta a ningun objeto valido. Una referencia a g/ tiene efectos impredecibles.

- El problema simétrico al anterior es la creacion de basura (ing., garbage); dado:
var p, q son ~nodo fvar
p := obtener_espacio; q := obtener_espacio; p :=q

observemos que el objeto inicialmente asociado a p queda inaccesible después de la
segunda asignacion, a pesar de que existe porque no ha sido explicitamente
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destruido. Eventualmente, esta basura puede provocar errores de ejecucion o, como
minimo, dificultar la depuracién del programa. Muchos sistemas operativos tienen
incorporado un proceso de recuperacién de estos objetos inaccesibles llamado
recogida de basura (ing., garbage collection), cuya programacién ha dado lugar a
diversos algoritmos clasicos dentro del ambito de las estructuras de datos (v., por
ejemplo, [AHUS83, cap. 12]).

Algunos de estos problemas no son exclusivos de este mecanismo sino del mal uso de las
estructuras encadenadas, pero es al trabajar con punteros cuando surgen con frecuencia.

3.3.4 Transparencia de la representacion usando punteros

El uso indiscriminado del mecanismo de punteros puede presentar los problemas que se
acaban de comentar, los cuales tienen algunas consecuencias perniciosas sobre el método
de desarrollo de programas que se sigue en este texto, sobre todo la pérdida de la
transparencia de la representacion en diversos contextos. En este apartado se detalla cudles
son exactamente los problemas y cémo se pueden solucionar, y se dan algunas
convenciones para no complicar con detalles irrelevantes la codificacion de los tipos y de los
algoritmos en el resto del libro.

a)El problema de la asignacion

Consiste en el comportamiento diferente de la asignacién entre estructuras segun se usen
vectores o punteros para implementarlas. Asi, dadas dos variables p y q, declaradas de tipo
lista, la asignacién p := g da como resultado: a) dos objetos diferentes que tienen el mismo
valor, uno identificado por p y el otro por q, en caso de que las listas estén implementadas
con vectores; b) un unico objeto identificado al mismo tiempo por p y g, en caso de que las
listas estén implementadas con punteros. Es decir, el funcionamiento de un algoritmo donde
aparezca esta asignacion depende de la implementacion concreta del TAD lista, lo cual es
inaceptable.

Para solucionar este problema, todo TAD T ha de ofrecer una operacién duplica que, dado
un objeto de tipo T, simplemente hace una réplica exacta del mismo. Entonces, un usuario
del TAD empleara duplica para copiar un objeto en lugar de la asignacién estandar. Eso si,
dentro del TAD que implementa T se puede usar la asignacién normal con su
comportamiento tradicional, pues la representacion es accesible.

b)EIl problema de la comparacion
De igual manera que en el caso anterior, la comparacion p = q entre dos objetos de tipo T se
comporta de forma diferente segun se haya implementado el tipo; es mas, en este caso y sea
cual sea la representacion, el operador = seguramente no implementara la igualdad auténtica
del tipo, que sera la relacion de igualdad vista en la seccion 2.2.
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Asi, todo TAD T ha de ofrecer una operacion ig que, dados dos objetos de tipo T, los
compare (es decir, compruebe si estan en la misma clase de equivalencia segun la relacion
de igualdad del tipo). Igualmente, dentro del TAD que implementa T si se puede usar la
comparacion normal con su comportamiento tradicional.

c)El problema de los parametros de entrada

Dado el TAD T y dada una funcion que declare un objeto t de tipo T como parametro de
entrada, ya se ha comentado que, si T esta implementado con punteros, cualquier cambio
en la estructura se refleja en la salida de la funcién. Ello es debido a que el parametro de
entrada es el puntero mismo, pero no el objeto, que no se puede proteger de ninguna
manera. Por ejemplo, en la fig. 3.24 se muestra una funcion para concatenar dos listas de
elementos (dejando el punto de interés a la derecha del todo; la especificacion queda como
ejercicio para el lector) que se implementa fuera del universo de definicidn de las listas, por lo
que no puede acceder a la representacion; pues bien, si las listas estan implementadas por
punteros, el parametro real asociado a |y se modifica, pese a ser un parametro de entrada.

funcion concatena (14, I, son lista) devuelve lista es
mientras - final?(l;) hacer |, := avanza(l,) fmientras
I, := principio(l,)
mientras - final?(l,) hacer
ly := inserta(ly, actual(l,)); I, := avanza(l,)
fmientras
devuelve |

Fig. 3.24: una funcion que concatena dos listas.

Una vez mas es necesario desligar el funcionamento de un algoritmo de la representacion
concreta de los tipos de trabajo y, por ese motivo, simplemente se prohibe la modificacion de
los parametros de entrada. En caso de que, por cualquier razén, sea necesario modificar un
parametro de entrada, es obligado hacer previamente una copia con duplica y trabajar sobre
la copia. Opcionalmente y por motivos de eficiencia, las operaciones que hasta ahora se
estan implementando mediante funciones se pueden pasar a codificar mediante acciones;
de esta manera, se pueden escoger uno o mas objetos como parametros de entrada y de
salida de forma que el resultado de la operacion quede almacenado en ellos, y ahorrar asi las
copias antes comentadas. La toma de una decisién en este sentido debe documentarse
exhaustivamente en el cédigo de la funcidén. Todos estos hechos relativos a la eficiencia
deben tratarse cuidadosamente sobre todo al considerar la traduccion del cédigo escrito en
Merli a un lenguaje imperativo concreto.

En la fig. 3.25 se presenta la adaptacion de la funcidon concatena a estas normas. Notemos
que la funcién pasa a ser una accion donde se declaran dos parametros: el primero, de
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entrada y de salida, almacena el resultado, y el segundo, solo de entrada, que se duplica al
empezar la acciéon porque se modifica (aunque en este ejemplo concreto no era necesario,
dado que los elementos de |, no cambian, excepto el punto de interés, que si habra sido
duplicado por el mecanismo de llamada a procedimientos propio de los lenguajes de
programacion imperativos). Opcionalmente, se podria haber respetado la estructura de
funcion, y habria sido necesario declarar una lista auxiliar para generar el resultado.

accion concatena (ent/sal |, es lista; ent |, es lista) es
var laux es lista fvar
duplica(l,, laux); laux := principio(laux)
mientras - final?(1 1) hacer |, := avanza(l,) fmientras
mientras - final?(laux) hacer
ly := inserta(ly, actual(laux)); laux := avanza(laux)
fmientras
faccioén

Fig. 3.25: la funcion de la fig. 3.24 convertida en accion.

d)El problema de las variables auxiliares
Sea una variable v de tipo T declarada dentro de una funcién f que usa T; si al final de la
ejecucion de f la variable v contiene informacién y T esta implementado por punteros, esta
informacion queda como basura. Por ejemplo, en la fig. 3.25 la lista auxiliar laux contiene
todos los elementos de |, al acabar la ejecuciéon de concatena. La existencia de esta basura
es, como minimo, estilisticamente inaceptable y puede causar problemas de ejecucién.

Para evitar este mal funcionamiento, el TAD T ha de ofrecer una funcién destruye que libere
el espacio ocupado por una variable de tipo T, y es necesario invocar esta operacién antes
de salir de la funcidén sobre todos los objetos que contengan basura (v. fig. 3.26).

accion concatena (ent/sal l4, I, son lista) es
var laux es lista fvar
duplica(l,, laux); laux := principio(laux)
mientras - final?(l4) hacer |, := avanza(l;) fmientras
mientras - final?(laux) hacer
Iy ;= inserta(ly, actual(laux)); laux := avanza(laux)
fmientras
destruye(laux)
faccion

Fig. 3.26: la accién de la fig. 3.25 liberando espacio.
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e)EIl problema de la reinicializacion

Al empezar a trabajar con un objeto v de tipo T, si el TAD esta implementado con punteros se
ird reservando y liberando espacio segun convenga. Eventualmente, el valor actual de v
puede quedar obsoleto y puede ser necesario reinicializar la estructura, situacion en la que,
si se aplica descuidadamente la tipica operacion de creacién, el espacio ocupado por v
previamente a la nueva creacién pasa a ser inaccesible; es necesario, pues, invocar antes
destruye sobre v. En general, es una buena practica llamar a destruye en el mismo momento
en que el valor de una variable deje de ser significativo.

Un caso particular de esta situacion son los parametros sélo de salida o de entrada y de
salida. En el caso de parametros de entrada y de salida es bésico que el programador de la
accion sea consciente de que el parametro real puede tener memoria ocupada al comenzar la
ejecucion del procedimiento mientras que, en el caso de parametros sélo de salida, el
posible espacio ocupado por el parametro real tiene que ser liberado antes de invocar la
accién para no perder acceso. En los lenguajes que no distinguen entre parametros de
entrada y de salida y sélo de salida, se puede dar a los segundos el mismo tratamiento que a
los primeros; ahora bien, si el lenguaje no inicializa siempre los punteros a NULO puede
haber ambigiedades, porque no se sabe si un puntero no nulo esta inicializado o no, en
cuyo caso se pueden tratar todos como si fueran parametros sélo de salida.

Resumiendo, en el resto del texto convendremos que todo tipo abstracto presenta, no sélo
las operaciones que especificamente aparecen en la signatura, sino también las introducidas
en este apartado (orientadas a la transparencia total de la informacién), y que las funciones y
los algoritmos que utilizan los tipos siguen las normas aqui expuestas para asegurar el
funcionamento correcto en todos los contextos conflictivos citados en este apartado. Como
ejemplo ilustrativo, en la figura 3.27 se presentan las dos representaciones encadenadas de
las listas con punto de interés, una con vectores y la otra con punteros, que siguen todas las
convenciones dadas. Las operaciones de insercion y borrado se ven modificadas por este
esquema; en la insercién, debe duplicarse el elemento almacenado en el vector mediante
duplica, mientras que en la segunda debe destruirse el espacio ocupado usando destruye;
al haber acordado que todo TAD presenta estas operaciones, no es necesario requerirlas
como parametros formales. El algoritmo de duplica asegura no sélo que los elementos son
los mismos sino ademas que su posicion se conserva, asi como la situacion del punto de
interés. La operacion de comparacién también usa la igualdad de elementos, definida en
cada una de las implementaciones del tipo; notemos que los elementos fantasma de las listas
involucradas no son comparados y que la posicién ocupada por el punto de interés es
significativa de cara al resultado. La destruccién de la lista obliga a destruir el espacio
individual que ocupa cada elemento y, ademas, en el caso de implementacion por punteros,
el espacio de cada celda de la lista. Finalmente, destacamos que presentamos dos posibles
opciones para crear las listas: con vectores, el usuario es el responsable de destruir la
estructura antes de recrearla, si lo considera necesario; con punteros, la destruccion se
realiza al comenzar la creacién, incondicionalmente, de forma transparente al usuario del tipo.
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universo LISTA_INTERES_ENC(ELEM, VAL_NAT) es
implementa LISTA_INTERES(ELEM, VAL_NAT)

... la representacion del tipo no cambia

accioén crea (sal l es lista) es

varies entero fvar
l.ant := 0; I.A[O].enc := -1
para todo idesde 1 hasta val-1 hacer |.A[i].enc := i+1 fpara todo
I.A[val].enc :=-1; l.sl := 1

faccion

accion inserta (ent/sal | es lista; ent v es elem) es
var temp es entero fvar
sil.sl=-1 entonces error
si notemp := LLA[l.sl].enc; ELEM.duplica(v, I.A[l.sl].v); l.A[l.sl].enc := l.A[l.ant].enc
lLA[l.ant].enc := l.sl; l.ant := I.sl; |.sl ;= temp
fsi
faccién

acciones borra, principio y avanza: siguen los algoritmos de la fig. 3.20, pero
adaptando las funciones a acciones de manera similar a inserta

funciones actual y final?: idénticas a la fig. 3.20

funcioénig (14, I, son lista) devuelve bool es
var iy, i son enteros; iguales es booleano fvar
iy :=11.A[0].enc; i5 :=1,.A[0].enc; iguales := cierto
mientras (i; #-1) A (i, #-1) Aiguales hacer
si ELEM.ig(ly.Afi4].v, 2. Afix].v) A ((i1 =li.ant Ao =1s.ant) v (i1 #ly.ant A i #l5.ant))
entonces iy :=4.A[i{].enc; i> :=l,.Alis].enc
si noiguales := falso
fsi
fmientras
devuelve (i; =-1) A (io=-1)

accién duplica (ent |4 es lista; sal I, es lista) es
crea(l,)
{ se copian los elementos a partir del punto de interés }
i :=1;.A[l;.ant].enc
mientras i #-1 hacer inserta(l,, l1.A[i].v); i := I{.A[i].enc fmientras
{ a continuacion, se copian los elementos anteriores al punto de interés }
principio(l,); i :=l;.A[0].enc
mientras i#l1.A[li.ant].enc hacer inserta(l,, I1.A[i].v); i := l1.A[i].enc fmientras
faccion

Fig. 3.27(a): implementacion encadenada con vectores de las listas con punto de interés.
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accion destruye (ent/sal l es lista) es

i ;= .A[0].enc
mientras i #-1 hacer
ELEM.destruye(l.Afi].v); i := I.A[i].enc
fmientras
faccion
funiverso

Fig. 3.27(a): implementacioén encadenada con vectores
de las listas con punto de interés (cont.).

universo LISTA_INTERES_ENC_PUNT(ELEM) implementa LISTA_INTERES(ELEM)
... la representacion del tipo no cambia

accioén crea (sal l es lista) es
{obtiene espacio para el fantasma, liberando previamente si es necesario, en
cuyo caso se liberan todas las celdas menos una, precisamente para el fantasma}
si l.prim = NULO entonces libera(l.prim”.enc) si no |.prim := obtener_espacio fsi
sil.prim = NULO entonces error si no l.prim~.enc := NULO; l.ant := l.prim fsi
devuelvel

Acciones inserta, borra, principio y avanza: siguen los algoritmos de la fig. 3.23,
pero adaptando las funciones a acciones de manera similar a la funcion inserta de
la fig. 3.27(a). Las funciones actual y final? son idénticas a la fig. 3.23

Funcién ig y accién duplica: idénticas a la operacions ig y duplica de la fig. 3.27(a),
adaptando la notacién de vectores a punteros

accién destruye (ent/sal l es lista) es libera(l.prim) faccion

{Accidn libera(p): devuelve al sistema las celdas que cuelgan a partir del puntero p
siguiendo el campo de encadenamiento (v. ejercicio 3.17 para una variante)}
accion privada libera (ent/sal p es ~*nodo) es
var q es “nodo fvar
mientras p # NULO hacer
ELEM.destruye(pr.v) { se libera el espacio del elemento }

q:=p; p:=prenc

liberar_espacio(q) { se libera el espacio de la celda de la lista }
fmientras
faccién
funiverso

Fig. 3.27(b): implementacién con punteros de las listas con punto de interés (cont.).
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Para evitar una sobrecarga del cddigo de los TAD con estas tareas mecanicas, en el resto del
texto se toman una serie de convenciones que las llevan a término implicitamente®. En
concreto, dado un tipo abstracto T '° se cumple:

- Cualquier implementacion de T presenta las operaciones duplica, ig y destruye,
aunque no aparezcan explicitamente. Como su esquema es siempre muy similar al que
aparece en la fig. 3.27, en este texto no se insistird mas, y supondremos que los
programadores del TAD las escribiran correctamente en el momento de programar el
tipo en un lenguaje de programacion concreto. En lo que se refiere a ig, destacamos
que ha de ser la implementacién de la relaciéon de igualdad del tipo.

- Siendo u y v de tipo T, toda asignaciéon u := v hecha fuera de un universo de
implementacion de T se interpreta como una llamada a duplica(v, u). Por otro lado, toda
comparacion u =v hecha fuera de un universo de implementacion de T se interpreta
como una llamada a ig(u, v).

- Siendo u un parametro de entrada de tipo T de una funcién o accién f cualquiera, su
valor después de ejecutar f no varia, aunque cambie dentro de la funcion. Se puede
suponer que f esta manipulando una copia de u obtenida mediante duplica.

- Antes de salir de una funcién o accion, se llamara implicitamente al procedimiento
destruye sobre todos aquellos objetos declarados como variables locales.

- Tota reinicializacién de un objeto v de tipo T va implicitamente precedida de una llamada
adestruye(v).

Con estas convenciones, los algoritmos y las implementaciones de tipo de datos vistos hasta
ahora responden al principio de la transparencia de la representacion, como es deseable.

Evidentemente, al calcular la eficiencia de los programas es necesario tener presentes estas
convenciones; por ejemplo, dado un parametro de entrada es necesario comprobar si se
modifica o no su valor, y conocer también su contexto de uso, para determinar el coste de la
invocacion a la funcién correspondiente; también deben ser consideradas las destrucciones
de las estructuras al salir de las funciones.

3.3.5 Algunas variantes en la implementacion de listas

Para algunos requerimientos particulares, las implementaciones vistas hasta ahora pueden
presentar ineficiencias, sobre todo con respecto a su coste temporal. Introducimos tres
variantes que permiten resolver algunas situaciones habituales, usadas frecuentemente en
el disefo de estructuras de datos complejas que estan formadas por diversas subestructuras
fuertemente interrelacionadas, generalmente a través de apuntadores (v. cap. 7).

° Obviamente, seria mejor disponer de un lenguaje que solucionara estos problemas en su definicion,
pero como éste no es el caso habitual, se ha optado por dar aqui unas convenciones facilmente
aplicables a los lenguajes imperativos mas comunes.

' Exceptuando los tipos predefinidos del lenguaje (booleanos, naturales, etc.).
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a)Listas circulares
Ocasionalmente puede que no interese la nocion clasica de lista, en la que existen dos
elementos claramente distinguidos, el primero y el ultimo, sino que simplemente se quieran
encadenar los elementos, o incluso que el papel de primer elemento vaya cambiando
dinamicamente. Para implementar esta idea, basta con encadenar el ultimo elemento de la
lista con el primero; este tipo de lista se denomina lista circular (ing., circular list).

|—>a—>b—>c—>d

Fig. 3.28: implementacion circular de una lista.

El concepto de circularidad también es util en otras situaciones:
- Algunos algoritmos pueden quedar simplificados si no se distingue el ultimo elemento.

- Desde todo elemento se puede acceder a cualquier otro, lo cual es especialmente util
si hay un elemento de la cadena con informacion diferenciada.

- Permite que la representacion de colas con encadenamientos sé6lo necesite un
apuntador al Ultimo elemento, porque el primero siempre sera el apuntado por el ultimo.

|—>a—>b—>c—>d

+

ult

Fig. 3.29: representacion encadenada circular de la cola abcd, donde aes la cabeza.

b)Listas doblemente encadenadas
Las listas encadenadas en un unico sentido presentan un inconveniente ya conocido: dado
un elemento, la Unica manera de saber cual es el anterior consiste en recorrer la lista desde el
inicio y el coste resultante sera lineal. Hay dos situaciones donde es imprescindible saber
qué elemento es el anterior a uno dado:

- Cuando la lista ha de ofrecer recorridos tanto hacia adelante como hacia atras. Notemos
que este modelo exige tener mas operaciones en la signatura simétricas a las de
recorrido vistas hasta ahora: una para situarse al final de la lista, otra para retroceder un
elemento y una ultima para saber si ya estamos al principio de la lista.

- Cuando la lista forma parte de una estructura de datos compleja y sus elementos se
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pueden suprimir mediante apuntadores desde otras partes de la estructura, sin
conocer la posicion que ocupa su predecesor. Este caso es especialmente importante
porque aparece con relativa frecuencia.

Si el coste lineal de estas operaciones es inaceptable, es necesario modificar la
representacion para obtener listas doblemente encadenadas (ing., doubly-linked list): listas
tales que todo elemento tiene dos encadenamientos, uno al nodo anterior y otro al
siguiente. Asi, las operaciones vuelven a ser constantes, a costa de utilizar mas espacio.

Fig. 3.30: implementacion de una lista usando dobles encadenamientos.

Una vez mas, para simplificar los algoritmos de insercion y de supresion (v. fig. 3.31) se afade
al principio un elemento fantasma, de modo que la lista no esté nunca vacia; ademas, es
aconsejable implementar la lista circularmente. La codificacion del universo queda como

ejercicio para el lector.

< <1, <+ < b [
— | 2. A— — | @ —
AN L
v |e— temp V |a—p

temp := obtener_espacio pA.enc_izgh.enc_dr ;= pA.enc_dr
temp”.enc_dr := pA.enc_dr; tempA.enc_izq :=p pA.enc_dri.enc_izq = pA.enc_izq
pA.enc_dri.enc_izqg = temp; pA.enc_dr := temp liberar_espacio(p)
temp/Av:=v

Fig. 3.31: insercidn (izquierda) y supresion (derecha) en una lista doblemente encadenada.

c)Listas ordenadas
Un requerimiento que surge a menudo en el procesamiento de una lista es la ordenacion de
sus elementos segun el valor de uno de sus campos, llamado clave (ing., key). Ademas, esta
clave es el medio de acceso individual a los elementos a suprimir y consultar, en vez del
punto de interés. Es evidente que, para que el recorrido ordenado no sea excesivamente
lento, es necesario que los elementos de la lista estén previamente ordenados segun su

clave. Hay dos posibilidades:
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- Se puede tener la lista desordenada mientras se insertan y se borran elementos y
ordenarla justo antes de empezar el recorrido. La ventaja de este esquema es que las
inserciones quedan ©(1) (se inserta en cualquier lugar -siempre que se permitan
repetidos-, porque después ya se ordenara), las supresiones de orden lineal y la Unica
operacion de recorrido que tiene una eficiencia baja es principio, que ha de ordenar los
elementos de la lista (con un buen algoritmo de ordenacién, quedaria ©(nlogn), donde
n es el numero de elementos de la estructura).

- Una alternativa seria mantener la lista siempre ordenada; esto implica que, para cada
actualizacién, es necesario buscar secuencialmente la posicion correspondiente al
elemento y entonces resulta un orden lineal, pero todas las operaciones de recorrido
quedan de orden constante.

La eleccién de una alternativa concreta depende de la relacion esperada entre
modificaciones y recorridos ordenados de la lista. Por ejemplo, para poder aplicar el primer
esquema es aconsejable que la gestidn de la lista presente dos fases diferenciadas, una
primera de actualizaciones y una segunda de consultas. También es importante saber que,
cuando la lista esta ordenada y su representacién es secuencial, se puede buscar un
elemento usando un algoritmo llamado "busqueda dicotémica", que tiene un coste
logaritmico sobre el nimero de elementos y que se presenta en este libro en el capitulo
siguiente.

El concepto de lista ordenada por una clave puede aplicarse en el caso de tener listas
ordenadas por diversas claves; es decir, los elementos que forman una lista pueden tener
mas de un campo de ordenacion. Hay dos situaciones comunes:

- Las diversas claves han de permitir recorridos ordenados independientes. En este
caso, habra que modificar la signatura del tipo para saber siempre bajo qué campo de
ordenacion se quieren aplicar las operaciones de recorrido.

- Las diversas claves tienen un orden de importancia, de manera que los elementos de la
lista se ordenan por la clave mas importante y aquellos elementos que tienen el mismo
valor de esta clave se ordenan respecto al valor de la segunda clave, etc.

En cuanto a la implementacién de estas estructuras, en el primer caso es necesario
incorporar a los elementos tantos encadenamientos como campos de ordenacion haya;
ademas, se necesitan tantos apuntadores a primeros elementos como campos de
encadenamiento, porque lo que en realidad tenemos son diversas listas que comparten los
elementos. En el segundo caso, la implementacion habitual no cambia.
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Ejercicios

Nota preliminar: En los ejercicios de este capitulo, por "implementar un tipo" se entiende:
dotar al tipo de una representacién, escribir su invariante, codificar las operaciones de la
signatura basandose en la representacién y estudiar la eficiencia espacial de la
representacion y temporal de las operaciones, mencionando también el posible coste
espacial auxiliar que puedan necesitar las operaciones en caso que no sea constante.

3.1 Escribir un algoritmo iterativo que genere las permutaciones con repeticiones de los
naturales de 1 a n tomados de n en n,n > 1. Asi, para n = 2 debe generarse 11, 12,21, 22.

3.2 Una manera original de representar pilas de naturales de 1 a n (propuesta en [Mar86])
consiste en imaginar que la pila es, en realidad, un numero (natural) en base n, que en cada
momento tiene tantos digitos como elementos hay en la pila, y que el digito menos
significativo es la cima de la pila y tal que las cifras no van de 0 a n-1 sino de 1 a n (para evitar
algunas ambigledades que podrian aparecer). Implementar el tipo basandose en esta
estrategia (incluir la funcion de abstraccion). Repetir la misma idea para implementar las colas.

3.3 a) Especificar en un universo PILA_2(ELEM) un enriquecimiento de las pilas
consistente en las operaciones concatenar dos pilas (el elemento del fondo de la segunda
pila queda por encima de la cima de la primera pila y el resto de elementos conserva su
posicién relativa a estos dos), girar los elementos dentro de la pila y obtener el elemento del
fondo de la pila. Escribir un universo IMPL_PILA_2(ELEM) que lo implemente usando
funciones no recursivas.

b) Dado el universo PILA(ELEM) que encapsula la especificacién habitual de las pilas,
modificarlo para que incluya todas las operaciones citadas en el apartado a) (no es necesario
volverlas a especificar). A continuacion, modificar el universo que implementa PILA(ELEM)
para que también se implementen estas nuevas operaciones. Comparar este método de
trabajo con el usado en el apartado anterior en cuanto a los criterios de correccion, eficiencia,
modificabilidad y reusabilidad de los programas.

3.4 Decimos que una frase es capicua si se lee igual de izquierda a derecha que de derecha
a izquierda desdenando los espacios en blanco que haya. Por ejemplo, la frase: "dabale
arroz a la zorra el abad" (de dudosas consecuencias) es capicua. Especificar la funcion
capicua? e implementarla usando los tipos pila y cola, determinando ademas su eficiencia.
Suponer que la frase se representa mediante una cola de caracteres.

3.5 Unadoble cola (ing., abreviadamente, dequeue) es una cola en la cual los elementos se
pueden insertar, eliminar y consultar en ambos extremos. Determinar la signatura de este tipo
de datos y especificarlo dentro de un universo parametrizado. Implementar el tipo segun una
estrategia secuencial con gestion circular del vector.
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3.6 El agente 0069 ha inventado un método de codificaciéon de mensajes secretos. Este
método se define mediante dos reglas bésicas que se aplican una detras de otra:
- Toda tira de caracteres no vocales se substituye por su imagen especular.
- Dada la transformacion Y del mensaje original X de longitud n, obtenida a partir de la
aplicacién del paso anterior, el mensaje codificado Z se define como sigue:
Z = Y[1].Y[n].Y[2].Y[n-1]..., donde Y][i] representa el caracter i-ésimo de Y.

Asi, por ejemplo, el mensaje "Bond, James Bond " se transforma en "BoJ ,dnameB sodn"
después del primer paso y en "BnodJo s, dBneam" después del segundo. Escribir los
algoritmos de codificacion y descodificacion del mensaje usando la especificacion de tipos
conocidos y determinar su coste. Suponer que los mensajes se representan mediante colas
de caracteres.

3.7 Modificar la representacion encadenada sobre el vector de las listas con punto de
interés para que la operacién de crear la lista tenga coste constante sin cambiar el coste de
las demas.

3.8 Pensar una estrategia de implementacion de las listas con punto de interés que permita
moverlo, no sélo hacia delante (con la operacion avanza), sino también hacia atras (con la
operacion retrocede), sin afiadir a los elementos de la lista ningin campo adicional de
encadenamiento y manteniendo todas las operaciones en orden constante excepto
principio. Codificar las operaciones adaptando la idea tanto a una representacion
encadenada como a otra no encadenada.

3.9 Implementar los TAD pila, cola y doble cola usando el mecanismo de punteros.

3.10 Implementar los polinomios especificados en el apartado 1.5.1 siguiendo las politicas
secuencial y encadenada y sin usar ningun universo de definicion de listas (es decir,
directamente sobre los constructores de tipo de Merli).

3. 11 Puede que una estructura doblemente encadenada implementada sobre un vector no
necesite mas que un campo adicional, si la dimension del vector es lo bastante pequefia
como para codificar el valor de los dos encadenamientos con un Unico numero entero que
caiga dentro del rango de la maquina. Calcular la relacidon que ha de existir entre la dimension
del vector, N, y el valor entero mas grande de la maquina, maxent, representable con k bits, y
formular las funciones de consulta y de modificacion de los dos encadenamientos
codificados en este Unico campo.

3.12 a) Escribir en un universo parametrizado LISTA_2 un enriquecimiento de las listas con
punto de interés consistente en las operaciones: contar el nimero de elementos de una
lista, eliminar todas las apariciones de un elemento dado, invertir una lista, intercambiar el
elemento de interés con su sucesor y concatenar dos listas. En la operacion invertir, el
nuevo punto de interés es el que antes era el anterior (si era el primero, el punto de interés
queda ahora a la derecha de todo). En la operacion eliminar, si se elimina el elemento
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distinguido, el punto de interés se desplaza hasta la primera posicién a la derecha del punto
de interés que no se borra (o hasta la derecha de todo si es el caso). En la operacion
intercambiar, el elemento distinguido no varia. En la operacion concatenar, el elemento
distinguido pasa a ser el primero. Determinar los parametros formales del universo. A
continuacion, escribir un universo IMPL_LISTA_2 que implemente LISTA_2.

b) Dado el universo LISTA_INTERES(ELEM) que encapsula la especificaciéon habitual de las
listas con punto de interés, modificarlo para que incluya todas las operaciones citadas en el
apartado a) (no es necesario volverlas a especificar). A continuacion, modificar el universo de
implementacién siguiendo una estrategia encadenada y con punteros para que también
aparezcan estas operaciones. Comparar este método de trabajo con el usado en el apartado
a) en cuanto a los criterios de correccion, eficiencia, modificabilidad y reusabilidad de los
programas.

3.13 Otro modelo habitual de lista es el llamado listas ordenadas por posicién (ing.,
ordered list, v. [HoS94, pp. 58-59]). En este tipo no hay punto de interés, sino que las
operaciones hacen referencia al ordinal de la posicion afectada y los elementos se humeran
consecutivamente en orden creciente a partir del uno. En concreto, se definen las
operaciones siguientes:

crea: — lista, devuelve la lista vacia

inserta: lista nat elem — lista, inserta delante del elemento i-ésimo o bien a la derecha del
todo si se especifica como parametro la longitud de la lista més uno; la numeracién de
los elementos cambia convenientemente

borra: lista nat — lista, borra el elemento i-ésimo; la numeracion de los elementos cambia
convenientemente

modifica: lista nat elem — lista, sustituye el elemento i-ésimo por el valor dado

consulta: lista nat — lista, consulta el elemento i-ésimo

longitud: lista — nat, devuelve el nimero de elementos de la lista

Especificar este TAD controlando las posibles referencias a posiciones inexistentes. A
continuacién determinar su implementacion.

3.14 Dada una especificacién parametrizada para los conjuntos con las tipicas operaciones
de O, ahadir, _e_, _n_, _u_y _>o_ (v. ejercicio 1.9), implementar el tipo segun dos
estrategias diferentes: a partir de la especificacion para algun tipo de lista y escribiendo
directamente la representacion en términos de los constructores de tipo de Merli.

3.15 Especificar el TAD colapr de las colas con prioridad (ing., priority queue; se estudian
detalladamente en la seccion 5.5) en las que el primer elemento es siempre el que tiene una
prioridad mas alta independientemente de cuando se insertd; dos elementos con la misma
prioridad conservan el orden de insercidn dentro de la cola. Como operaciones se pueden
considerar la cola vacia, insertar un elemento en la cola, obtener el menor elemento (que es
el que tiene la prioridad mas alta), desencolar el menor elemento y averiguar si la cola esta
vacia?. Determinar las posibles implementaciones para el tipo.
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3.16 Queremos implementar una estructura de datos llamada montén que almacene
cadenas de caracteres de longitud variable. No obstante, se quiere ahorrar espacio haciendo
que estas cadenas estén dispuestas secuencialmente sobre un unico vector de caracteres
dimensionado de uno a max_letras. Hara falta, ademas, una estructura adicional que indique
en qué posicion del vector empieza cada cadena y qué longitud tiene; esta estructura sera
un vector de uno a max_par, donde max_par represente el nimero maximo de palabras
diferentes que se permiten en la estructura. Las operaciones son:

vacio: — monton, crea el montén sin palabras

inserta: montdn cadena — <montén, nat>, afiade una palabra nueva a la estructura y
devuelve, ademas, el identificador con el cual se puede referir la palabra

borra: montén nat — montdn, borra la cadena identificada por el natural; esta funcién no
ha de intentar comprimir el espacio del montén

consulta: montén nat — cadena, obtiene la cadena identificada por el natural

listar: montén — lista_cadenas, lista todas las palabras del monton en orden alfabético

(Suponer que las listas y las cadenas ofrecen las operaciones habituales.)

Con estas operaciones, al insertar una palabra puede ocurrir que no haya suficiente espacio
al final del vector de letras, pero que hayan quedado agujeros provocados por supresiones.
En este caso, es necesario regenerar el montdn de manera que contenga las mismas
cadenas con los mismos identificadores, pero dejando todas las posiciones ocupadas del
vector a la izquierda y las libres a la derecha. Implementar el tipo de manera que todas las
operaciones sean lo mas rapidas posible excepto la insercién, que de todas maneras
tampoco ha de ser innecesariamente lenta.

3.17 Un problema muy concreto de las representaciones encadenadas de estructuras
lineales definidas sobre elementos de tipo T e implementadas con punteros es la supresion
de la estructura entera. Para recuperar el espacio que ocupa esta estructura es necesario
recorrerla toda y liberar las celdas individualmente, lo cual representa un coste lineal. Otra
opcion consiste en mantener en el programa un pool de celdas de tipo T, que inicialmente
esta vacio y al cual van a parar las celdas al borrar la estructura entera. Cuando alguna
estructura con elementos de tipo T necesita obtener una celda para guardar nuevos
elementos primero se consulta si hay espacio en el pool vy, si lo hay, se utiliza. Modificar la
representacién encadenada con punteros de las listas con punto de interés para adaptarla a
este esquema, sin olvidar la operacion de destruir la estructura entera.

3.18 a)Sea un TAD para las relaciones de equivalencia sobre elementos cualesquiera (que
se estudia detalladamente en la seccion 5.4) con operaciones: relacion vacia, anadir una
nueva clase con un unico elemento, fusionar dos clases identificadas a partir de dos
elementos que pertenecen a ellas, averiguar cuantas clases hay en la relacién y si dos
elementos dados son congruentes? (es decir, si estan dentro de la misma clase). Determinar
claramente la signatura del tipo, especificarlo e implementarlo segun dos estrategias: usando
la especificacion de alguna estructura lineal y representando el tipo directamente con los
constructores del lenguaje.
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b) En algunos algoritmos puede ser util que las clases diferentes se identifiquen mediante
un natural, que puede ser asignado directamente por el usuario o bien por la estructura.
Modificar el apartado anterior para adaptarlo a este nuevo requerimiento. Concretamente, la
operacion anadir requiere el numero de la clase en el primer caso y la operacion fusionar los
nombres que identifican las dos clases, mientras que la operacion congruentes? desaparece
y da lugar a la operacion clase, que devuelve el nimero de la clase donde reside un
elemento dado. En las fusiones, considerar que la clase resultante se identifica mediante el
numero de la clase mas grande de las dos que intervienen, mientras que la clase mas
pequena desaparece. Implementar el tipo segun las dos estrategias del apartado anterior.

3.19 Considerar un TAD para las matrices de enteros cuadradas dispersas (es decir, con la
mayoria de elementos a cero) y con operaciones: matriz cero, definir el valor en una posicion
dada, obtener el valor de una posicion dada, sumar y multiplicar dos matrices y calcular la
matriz traspuesta. Implementar el tipo para todas las estrategias propuestas a continuacion:
a) Implementacién con un vector bidimensional. b) Implementacion con una lista de 3-tuplas
<fila, columna, valor> donde sélo aparecen las posiciones no nulas. Discutir la conveniencia
de ordenar la lista siguiendo algun criterio. ¢) Considerar el caso de matrices triangulares
inferiores (todos los elementos por encima de la diagonal principal son nulos). En este caso,
el numero de elementos del triangulo es facilmente calculable. Implementar el tipo sin
operacion traspuesta usando un vector unidimensional. d) Repetir el apartado b)
considerando matrices tridiagonales (todos los elementos son nulos excepto los de la
diagonal principal y sus dos diagonales adyacentes), pero sin multiplicar y con traspuesta.

3.20 a) Nos enfrentamos con el problema de implementar con encadenamientos n listas
con punto de interés sobre elementos de un mismo tipo. En este caso, no podemos
simplemente asignar un vector diferente a cada lista, porque si se llena uno quedando
espacio en otros el programa abortaria incorrectamente. Por ello, lo que se hace es disponer
de un unico vector donde se almacenan todos los elementos de la lista que se encadenan
adecuadamente. Ademas, es necesario afiadir algunos vectores mas para tener acceso al
primer elemento, al ultimo y al elemento distinguido de cada lista. Implementar el tipo.

b) Repetir el apartado anterior considerando las estructuras implementadas
secuencialmente. A tal efecto, dividir inicialmente el espacio del vector en n trozos de la
misma dimension. Eventualmente alguno de estos trozos puede llegar a llenarse mientras
que otros pueden estar poco ocupados, y en este caso es necesario redistribuir el espacio
libre del vector para que las n estructuras vuelvan a tener espacio libre. Escribir el universo
de implementacién segun dos estrategias de redistribucion del espacio: i) Dando a cada una
de las n estructuras el mismo espacio libre. ii) Dando a cada una de las n estructuras un
espacio libre proporcional a su dimensién actual, considerando que las estructuras que han
crecido mas hasta ahora también tenderan a crecer mas en el futuro. (Se puede consultar
[Knu6é8, pp. 262-268].)

¢) Implementar el caso particular de representacion secuencial de dos pilas.
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