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Capitulo 2 Implementacion de tipos abstractos de datos

La especificacidn de un tipo abstracto es el paso previo a la escritura de cualquier programa
que lo manipule, porque permite describir inequivocamente su comportamiento; una vez
establecida, se pueden construir diversas implementaciones usando un lenguaje de
programacién convencional. En este capitulo se introducen los mecanismos que
proporciona la notaciéon Merli para codificar los tipos de datos, que son los habituales en los
lenguajes de programacién imperativos mas utilizados (excepto algun aspecto puntual como
la genericidad, ausente en los lenguajes mas antiguos), se estudian las relaciones que se
pueden establecer entre la implementacion y la especificacion de un TAD y, por ultimo, se
definen diversas estrategias de medida de la eficiencia de las implementaciones que
permiten compararlas y determinar bajo qué circunstancias se puede considerar una
implementacién mas adecuada que otra.

A lo largo del capitulo se supone que el lector conoce los constructores habituales que
ofrecen los lenguajes de programacion imperativos mas habituales, como Modula-2, Pascal o
C vy, en general, todos aquellos que se pueden considerar derivados del Algol; por ello, no
se explicaran en detalle los esquemas adoptados en Merli, sino que tan sélo se mostrara su
sintaxis, facilmente traducible a cualquiera de ellos. Eso si, se insistira en los aspectos
propios de la metodologia de uso de tipos abstractos, derivados basicamente de la
distribucién en universos de las aplicaciones.

2.1 El lenguaje de implementacion

En el primer capitulo se ha destacado la diferencia entre la especificacién y la implementacion
de un TAD, que resulta en su vision a dos niveles diferentes. En concreto, dada la
especificaciéon (unica) de un tipo se pueden construir diversas implementaciones y asi
escoger la mas adecuada en cada contexto de uso. Cada una de estas implementaciones se
encierra en un universo diferente, llamado universo de implementacion, en contraposicion a
los universos de especificacion y de caracterizacion explicados detalladamente en el capitulo
anterior. Notemos que un universo de implementacion no puede existir de forma
independiente, sino que siempre se referira a una especificacién ya existente; para
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establecer claramente el nexo entre un universo de implementacion y el universo de
especificacion correspondiente, se consignara siempre en la cabecera del primero el nombre
del segundo precedido por la palabra clave "implementa”.

La construccion de un universo de implementacién consta de dos fases:

- Eleccién de una representacion para los diferentes géneros definidos en la
especificacion. Es habitual el uso de tipos auxiliares para estructurar el resultado, los
cuales son invisibles a los usuarios del universo'. También se pueden definir
constantes, implicitamente privadas.

- Codificacion de todas y cada una de las diversas operaciones visibles de la
especificacion, en términos de las representaciones que se acaban de escribir.
Igualmente puede ser necesario, e incluso recomendable, usar una 0 mas operaciones
auxiliares que surjan de la implementacion de las operaciones usando la técnica de
disefio descendente’; las operaciones auxiliares de la implementacion no han de ser
forzosamente las mismas de la especificacion, y en general no lo son.

universo U_IMP implementa U
usa Uy, ..., U,
constcq vale vy, ... fconst
tipo Ty es... ftipo

tipo privado Taux, es ... ftipo

funcién F; ...

funcién/ accion privada Faux ...
funiverso

Fig. 2.1: esquema general de los universos de implementacion.

Tanto en la representacidén como en la codificacién de las operaciones pueden usarse
identificadores de tipo y de operaciones visibles, definidos en otros universos cuyos
nombres se escriben en una clausula de usos al inicio del universo. En principio, los
nombres se referiran a universos de especificacion, ya que los programas dependen del
comportamiento de los tipos que usen y no de su implementacion; ahora bien, ya veremos a
lo largo del texto que, en algunas situaciones y por razones de eficiencia, se exigira que
uno o mas tipos usados en un universo estén implementados segun una estrategia

' Aungue no sea estrictamente necesario, se usard la palabra clave "privado" para etiquetarlos.
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determinada?, en cuyo caso se consigna la implementacién escogida mediante la clausula
"implementado con". Ademas de los usos, en un universo de implementacion pueden
aparecer ocultaciones, renombramientos e instancias; por lo que respecta a estas ultimas,
pueden implementar alguno de los tipos definidos en la especificacion, en cuyo caso se
determina la implementacion elegida mediante la clausula "implementado con".

Si el universo de especificacién define un TAD parametrizado, los universos de
implementacién correspondientes también lo seran y en la implementacién apareceran,
como minimo, todos los parametros formales de la especificacion. En ocasiones, alguna
técnica de implementacion puede requerir parametros formales adicionales que no afecten la
especificacion del tipo (por ejemplo, las técnicas de dispersion vistas en el capitulo 4).

2.1.1 Representacion de tipos

Para representar un TAD, Merli ofrece diversos tipos predefinidos, y también algunos
constructores de tipo que permiten al usuario construir sus propias estructuras. Los tipos
predefinidos del lenguaje son los booleanos, los naturales, los enteros, los caracteres y los
reales, todos ellos con las operaciones habituales. Por lo que respecta a los constructores,
se dispone de los siguientes:

- Escalares, o por enumeracion de sus valores: se enumeran todos los valores del tipo
uno detras del otro. Se dispone de operaciones de comparacion =y #.

- Tuplas: permiten la definicién de un tipo como producto cartesiano. Cada componente
o campo (ing., field) de la tupla se identifica mediante un nombre y se declara de un tipo
determinado; dado un objeto v de tipo tupla, la referencia a su campo ¢ se denota por
v.c. El lenguaje permite la escritura de constantes tuplas: dada una tupla de n campos
Cq, ..., Cp, €l literal <vy, ..., vo> representa la tupla tal que su campo c; vale v;, 1 <i < n;
evidentemente, los tipos de los v; han de concordar con los tipos de los c;. Las tuplas
pueden ser tuplas variantes, es decir, tuplas tales que el nombre y el tipo de campos
componentes varia en funcién del valor de uno de ellos, llamado discriminante.

Vectores (ing., array ): permiten la definicion de tipos como funciones f: | — V; los
elementos de | se llaman indices y los de V simplemente valores. Graficamente se
puede considerar un vector como una tabla que muestra el valor asociado a cada indice
y cada celda se llama componente o posicién. Dado un objeto A de tipo vector, la
referencia al valor asociado al indice i se hace mediante A[i]. Se exige que el tipo de los
indices sea natural, entero, caracter o bien un tipo escalar; generalmente no se usara
todo el tipo para indexar el vector, sino que se especificara una cota inferior y una cota
superior de manera que la referencia a un indice fuera del intervalo definido por estas
cotas da error. El lenguaje permite la escritura de vectores literales: dado un vector de

%Incluso en este caso, la representacion del tipo usado quedara inaccesible en virtud del principio de
la transparencia de la representacion propia del disefio modular con TAD.
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n componentes, el literal [vy, ..., v,] representa el vector tal que su posicién i-ésima vale
vi, 1 <i<n;aveces, en la constante tan sélo se quiere destacar el valor de una posicién
i concreta, y para ello pueden escribirse los literales [..., v, ...] 0 [..., i—> X, ...].

tipo semana es (lu, ma, mi, ju, vi, sa, do) ftipo

(a) tipo por enumeracion de sus valores

tipo fecha es tupla
dia_s es semana
dia_m, mes, afio son natural
ftupla
ftipo
(b.1) tipo tupla

tipo trabajador es
tupla

nombre, apellido son cadena

caso qué de tipo (jefe, analista, programador) igual a
jefe entonces #subordinados es natural
analista entonces #proyectos, #programadores son natural
programador entonces #lineas_cdédigo es natural; senior? es bool

fcaso

ftupla
ftipo
(b.2) tipo tupla con partes variantes (el campo qué es el discriminante)

tipo estadistica es vector [semana] de natural ftipo

(c.1) tipo vector; su indice es un tipo por enumeracion

tipo cadena es vector [de 1 amax_cadena] de caracter ftipo

(c.2) tipo vector; su indice es un intervalo de un tipo predefinido

tipo empresa es vector [de 1 amax_empresa] de tupla
tr es trabajador
sueldo esreal

ftupla
ftipo
(c.3) tipo vector; sus valores usan otro tipo definido por el usuario

Fig. 2.2: ejemplos de uso de los constructores de tipo de Merli.
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2.1.2 Sentencias

Se describe a continuacion el conjunto de sentencias o instrucciones que ofrece Merli, cuya
sintaxis se puede consultar en la fig. 2.3.

- Asignacion: modificacion del valor de un objeto de cualquier tipo.
- Secuencia: ejecucion incondicional de las instrucciones que la forman, una tras otra.

- Sentencias condicionales: por un lado, se define la sentencia condicional simple, que
especifica una instruccién que se ha de ejecutar cuando se cumple una condicion
booleana, y otra, opcional, para el caso de que no se cumpla. Por otro, se dispone de la
sentencia condicional compuesta, que generaliza la anterior especificando una serie
de condiciones y, para cada una, una sentencia para ejecutar en caso de que se
cumpla. Las condiciones han de ser mutuamente exclusivas; también se puede incluir
una sentencia para ejecutar en caso en que ninguna condiciéon se cumpla.

Sentencias iterativas o bucles. Existen diversos tipos:
¢ Simple: se especifica el nimero de veces que se debe repetir una sentencia.

¢ Gobernada por una expresiéon booleana: se repite la ejecuciéon de una sentencia
mientras se cumpla una condicidn de entrada al bucle, o bien hasta que se cumpla
una condicién de salida del bucle.

O Gobernada por una variable: se define una variable, llamada variable de control,
que toma valores consecutivos dentro de los naturales, de los enteros, de un tipo
escalar o bien de un intervalo de cualquiera de ellos; el nimero de iteraciones
queda fijado inicialmente y no cambia. En el caso de tipos escalares, los valores
que toma la variable siguen el orden de escritura dentro de la declaracion del tipo.

Cada ejecucion de las instrucciones que aparecen dentro de la sentencia iterativa se
llama vuelta o también iteracion.

Al hablar de sentencias iterativas son basicos los conceptos de invariante y de funcion
de acotamiento, que abreviaremos por I y F, respectivamente. El invariante es un
predicado que se cumple tanto antes como después de cada vuelta y que describe la
mision del bucle. La funcién de acotamiento implementa el concepto de terminacion
del bucle, por lo que se define como una funcién estrictamente decreciente que tiene
como codominio los naturales positivos y que, generalmente, se formula facilmente a
partir de la condicion del bucle. Tanto el uno como la otra se escriben usando las
variables que intervienen en la sentencia iterativa. Es conveniente que ambos se
determinen previamente a la escritura del cédigo, porque definen inequivocamente el
comportamiento del bucle. En este texto, no obstante, sélo se presentaran en
aquellos algoritmos que, por su dificultad, se considere que aportan informacion
relevante para su comprension (por ello, se puede preferir una explicacion informal a su
expresion enteramente formal). Para profundizar en el tema, v. por ejemplo [Bal93] o
[Pen93], que proporcionan varias fuentes bibliograficas adicionales.
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El lenguaje no admite ningun tipo de instruccion para romper la estructura dada por el uso de
estas construcciones; es decir, no existen las sentencias goto, skip, break o similares que, a
cambio de pequefas reducciones del cédigo resultante, complican la comprensibilidad, la
depuracioén y el mantenimiento de los programas. Tampoco se definen las instrucciones
habituales de entrada/salida, ya que no se necesitaran en el texto.

objeto := expresion

(a) asignacion

senty; sent,; ... ; sent,

(b) secuencia; en lugar de ';', se pueden separar por saltos de linea

si expresion booleana entonces sent;
si no sent, {opcional}

—n

Si

(c.1) sentencia alternativa simple

opcidén
caso expresion booleanay hacer sent;

caso expresion booleana, hacersent,
en cualquier otro caso sent,.; {opcional}

fopcion
(c.2) sentencia alternativa compuesta

repetir expresion natural veces sent frepetir

(d.1) sentencia iterativa simple

mientras expresién booleana hacer sent fmientras
repetir sent hasta que expresion booleana

(d.2) sentencias iterativas gobernadas por una expresion

para todo variable dentro de tipo hacer sent fpara todo
para todo variable desde cota inf hasta cota sup hacer sent fpara todo
para todo variable desde cota sup bajando hasta cota inf hacer sent fpara todo

(d.3) sentencias iterativas gobernadas por una variable

Fig. 2.3: forma general de las sentencias de Merli.
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2.1.3 Funciones y acciones

Son los dos mecanismos de encapsulamiento de las instrucciones que codifican las
operaciones de un tipo. Las funciones son la correspondencia directa del concepto de
operacion de un TAD dentro del lenguaje: a partir de unos parametros de entrada se
devuelve un valor de salida y los parametros, que tienen un nombre que los identifica y se
declaran de un tipo dado, mantienen el mismo valor después de la ejecucion de la funcion,
aunque se modifiquen. En caso de que se devuelva mas de un valor, se pueden encerrar
entre '<'y '>' los nombres de los tipos de los valores que se devuelvan, e indicar asi que en
realidad se esta devolviendo una tupla de valores (v. fig. 2.4, b). La funcién sélo puede
devolver su valor una sola vez, al final del cuerpo. La recursividad esta permitida e incluso
recomendada como herramienta de disefio e implementacion de algoritmos.

Aparte de los parametros, dentro de la funcion pueden declararse variables locales, cuya
existencia esta limitada al &mbito de la funcion. Notemos que en los programas Merli no
existe el concepto de variable global, ya que una funcion sélo tiene acceso a sus parametros
y puede usar variables locales para calculos intermedios. Este resultado se deriva del hecho
de que no pueden imbricarse funciones ni declararse objetos compartidos entre diferentes
moédulos®. También es interesante notar que no hay un programa principal y unas funciones
subordinadas, sino que una aplicacion consiste en un conjunto de funciones de las cuales el
usuario escogera una, que podra invocar las otras en tiempo de ejecucion; el esquema
resultante es altamente simétrico (no da preferencia a ningun componente) y favorece el
desarrollo independiente y la integracion posterior de diferentes partes de la aplicacion.

La existencia de acciones dentro del lenguaje proviene de la necesidad de encapsular
operaciones auxiliares que modifican diversos objetos; la definicién de estas operaciones
como funciones daria como resultado cabeceras e invocaciones engorrosas. Las acciones
también presentan el mecanismo de variables locales. La incorporacion de acciones en el
lenguaje obliga a definir diversos tipos de pardmetros: los parametros sélo de entrada
(precedidos por la palabra clave "ent" en la cabecera), que se comportan como los de las
funciones; los parametros sélo de salida (precedidos por "sal"), correspondientes a objetos
que no tienen un valor significativo en la entrada y almacenan un resultado en la salida; y los
parametros de entrada y de salida (precedidos por "ent/sal"), que tienen un valor significativo
en la entrada que puede cambiar en la salida®. En este texto no nos preocuparemos por los
posibles problemas de eficiencia en el uso de funciones en vez de acciones (v. seccion 2.3),
sino que usaremos siempre la notacion que clarifique el cédigo al maximo; se supone que el
programador podra adaptar sin problemas la notacién funcional a las caracteristicas de su
instalacién concreta.

® En realidad, el mecanismo de memoria dinamica del lenguaje (v. apartado 3.3.3) rompe esta regla
general, porque actua como una variable global implicita.

* La mayoria de los lenguajes imperativos comerciales no distinguen entre parametros sélo de salida y
parametros de entrada y de salida, clasificandolos ambos como parametros por variable (también por
referencia), mientras que denominan parametros por valor a los parametros solo de entrada.
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En la fig. 2.4 aparecen tres implementaciones posibles de una operacion para el calculo del
maximo comun divisor de dos ndmeros siguiendo el algoritmo de Euclides, las dos primeras
como funciones, en versiones recursiva e iterativa, y la tercera como una accién que
devuelve el resultado en el primero de sus parametros. También se muestra una funcion
que, dado un vector de naturales y un elemento, devuelve una tupla de dos valores: un
booleano que indica si el elemento estd dentro del vector 0 no y, en caso de que esté, el
indice de la primera aparicion.

funcién MCD (a, b son nat) devuelve nat es

var res es nat fvar
sia=bentoncesres:=a
si nosia>b entoncesres := MCD(a - b, b) si no res := MCD(a, b - a) fsi
fsi

devuelve res

(a.1) funcidn recursiva para el calculo del maximo comun divisor de dos naturales

funcién MCD (a, b son nat) devuelve nat es
mientras a=b hacer
sia>bentoncesa:=a-bsinob:=b-afsi
fmientras
devuelve a

(a.2) funcidén no recursiva para el calculo del maximo comun divisor de dos naturales

accion MCD (ent/sal aes nat; entb es nat) es
mientras a=b hacer
sia>bentoncesa:=a-bsinob:=b-afsi
fmientras
faccién

(a.3) accion no recursiva para el calculo del maximo comun divisor de dos naturales

funcién esta? (A es vector [de 1 a max] de nat; x es nat) devuelve <bool, nat> es
varies nat; encontrado es bool fvar
i ;= 1; encontrado := falso
mientras (i < max) A ~encontrado hacer
si Ali] = x entonces encontrado := cierto sinoi:=i+ 1 fsi
fmientras
devuelve <encontrado, i>

(b) funcién para la busqueda de un elemento dentro de un vector

Fig. 2.4: ejemplos de funciones y acciones.
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Por ultimo, introducimos los conceptos de precondicion y de postcondicion de una
operacion. La precondicion, abreviadamente P, es un predicado légico que debe
satisfacerse al comenzar la ejecucidon de una operacion; la postcondicion, abreviadamente
Q, es otro predicado légico que debe satisfacerse al acabar la ejecucion de una operacion
siempre que se cumpliera previamente la precondicion correspondiente. Ambos predicados
dependen exclusivamente de los parametros de la operacion. La invocacion de una funcién
0 accion sin que se cumpla su precondicion es incorrecta y da como resultado un valor
aleatorio. Asi como la especificacion algebraica es un paso previo a la implementacion de un
tipo de datos, el establecimiento de la precondicién y la postcondiciéon (llamada
especificacion pre-post) ha de preceder, sin duda, a la codificacion de cualquier operacion.

Debe distinguirse el uso de las especificaciones algebraicas de los TAD y de las
especificaciones pre-post de las operaciones. Por un lado, la especificacion algebraica da
una vision global del tipo de datos y define el comportamiento de las operaciones para todos
los valores; por el otro, la especificacion pre-post describe individualmente el
comportamiento de cada operacion en términos de la representacion escogida para el tipo, y
es el punto de partida de una verificacion posterior del cédigo de la operacién.

En este texto se escriben sélo las precondiciones y postcondiciones de las funciones y
acciones que no implementan operaciones visibles de los TAD (es decir, funciones auxiliares
y algoritmos que usan los TAD), que aparecen juntamente con el cédigo mismo, a menudo
en estilo informal para mayor claridad en su lectura y comprension, o bien simplemente como
comentario si se considera que la mision de la operacién es suficientemente clara. En lo que
respecta a las funciones de los TAD, se formula el modelo matematico correspondiente al
tipo previamente a su especificacion algebraica y se describe, aunque sélo sea
informalmente, el comportamiento de las operaciones en términos de este modelo, lo que
puede considerarse como una especificacion pre-post de alto nivel. Para profundizar en el
tema de las especificaciones pre-post y su uso dentro de la verificacién de programas, se
puede consultar [Bal93] y [Pefi93].

2.1.4 Ejemplo: una implementacion para los conjuntos

Como aplicacion de los diversos mecanismos introducidos en esta seccion, se quiere
implementar el TAD de los conjuntos con operacion de pertenencia y un nimero maximo de
elementos, para los cuales se ha presentado una especificacién en la fig. 1.32. Las
representaciones eficientes de los conjuntos seran estudiadas a lo largo del texto como
aplicacion de diferentes estructuras de datos que en él se presentan; de momento, no nos
preocupa que la implementacién escogida sea eficiente, sino que simplemente se quiere
ilustrar la aplicacion de los constructores del lenguaje, por lo que la estrategia consiste en
usar un vector dentro del cual se almacenan los elementos en posiciones consecutivas, y se
afade un entero que apunta a la posicidon que se ocupara cuando se inserte un nuevo
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elemento. A un objeto (entero, natural, puntero -v. apartado 3.3.3-, etc.) que apunta a otro se
lo denomina apuntador (también cursor, si el objeto apuntado es una posicion de vector), y
se empleara bajo diversas variantes en la practica totalidad de las estructuras de datos
estudiadas en el libro; en este caso, lo llamamos apuntador de sitio libre, por razones obvias.

Vi| Vo e V| W . CA

Fig. 2.5: representacion del conjunto C = {v, Vs, ..., V,}.

El universo parametrizado de la fig. 2.6 sigue esta estrategia. En primer lugar se establece
cual es la especificacién que se esta implementando. A continuacion se escriben los
universos de especificacion que definen simbolos usados en la implementacién. La
representacion del tipo no presenta ningun problema. Por ultimo, se codifican las
operaciones; notemos el uso de una operacién auxiliar, indice, que se introduce para
simplificar la escritura del universo y que se especifica pre-post segun se ha explicado
anteriormente. Destacamos que los errores que se establecen en la especificacion han de
tratarse en la implementacion, ya sea incluyendo su negacion en la precondicion o bien
detectandolos en el cddigo de la funcion, como ocurre en la operacién de ahadir. En el
segundo caso no se detalla el comportamiento del programa y se deja indicado por la palabra
"error", porque su tratamiento depende del lenguaje de programacion en que finalmente se
implementara el programa, que puede ofrecer 0 no un mecanismo de excepciones.

2.2 Correccion de una implementacion

Los elementos que ofrece el lenguaje para escribir universos de implementacion permiten
obtener programas ejecutables de la manera tradicional (mediante un compilador que genere
cédigo o bien a través de un intérprete); ademas, el programador puede verificar si el codigo
de cada operacion individual cumple su especificacion pre-post. Ahora bien, es necesario
definir algun método para comprobar si la implementacién de un TAD es correcta respecto a
su especificacion ecuacional formulada previamente y éste es el objetivo de la seccion®. Asi,
al igual que la programacién de un mddulo que use un TAD es independiente de la
implementacién del mismo, también su verificacién podra realizarse sin necesidad de recurrir
a la representacion del tipo, confiriendo un alto nivel de abstraccion a las demostraciones.

® Una estrategia diferente consiste en derivar programas a partir de la especificacion; si la derivacion
se hace aplicando técnicas formales, el resultado es correcto y no es preciso verificar el cédigo. Esta
técnica no se introduce en el presente texto; puede consultarse, por ejemplo, en [Bal93].
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universo CJT_e_ACOTADO_POR_VECT (ELEM_=, VAL_NAT)
implementa CJT_e_ACOTADO (ELEM_=, VAL_NAT)

usa NAT, BOOL

tipocjt es
tupla
A esvector[de O aval-1] de elem
sl es nat
ftupla
ftipo
funcion @ devuelve cjt es
var C es cjt fvar
Csl=0
devuelve C

funcion _u{ } (C escijt; v es elem) devuelve cjt es
si indice(C, v) = C.sl entonces {se evita la insercion de repetidos}
si C.sl =val entonces error {conjunto lleno}
sino C.A[C.sl]:=v; C.sl :=C.sl + 1
fsi
fsi
devuelve C

—h

funcion _e_ (v eselem; C escjt) devuelve bool es
devuelve indice(C, v) < C.sl

funcién lleno? (C es cjt) devuelve bool es
devuelve C.sl =val

{Funcion auxiliar indice(C, v) — k: devuelve la posicion k que ocupa v en
C.A; si v no aparece entre las posiciones de la 0 a la C.sl-1, devuelve C.sl.
P={cCsl<sval} A {Vij0<ij<Csk1:i#j= C.Ali] = C.A[] }
Q =4 esta?(C,v) = CAK|=V} A { -estd?(C,v)= k=Cusl}
siendo esta? el predicado: esta?(C, v) =3i: 0<i<C.sl-1: C.Alij=v }
funcién privada indice (C es cjt; v es elem) devuelve nat es
var k es nat; encontrado es bool fvar
k := 0; encontrado := falso
mientras (k < C.sl) A ~encontrado hacer
{I = Vj: 0<j<k-1: CA[j] #V A (encontrado = C.Ak] = v). F = C.sl-k}
si C.A[k] = v entonces encontrado := cierto sinok :=k + 1 fsi
fmientras
devuelve k

funiverso

Fig. 2.6: implementacion para los conjuntos con pertenencia.
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El punto clave consiste en considerar las implementaciones de los tipos abstractos también
como algebras, y entonces se podra definir una implementacién como la representacion de
los valores y operaciones del TAD en términos de los valores y las operaciones de otros TAD
mas simples. Para ello, se determina la funcién de abstraccion de una implementacion (ing.,
abstraction function, también conocida como funcién de representacion), que transforma un
valor v de la implementacion del TAD en la clase correspondiente del algebra cociente de
términos; el estudio de esta funcion permite demostrar la correccion de la implementacion.

La funcidn de abstraccion fue definida por primera vez por C.A.R. Hoare en "Proofs of
Correctness of Data Representation”, Acta Informatica, 1(1), 1972. Presenta una serie de
propiedades que son fundamentales para entender su significado:

- Es parcial: puede haber valores de la implementacion que no correspondan a ningun
valor del TAD. La condicion |t que ha de cumplir una representacion para denotar un
valor vélido del tipo t se llama invariante de la representacion (ing., representation
invariant) y la han de respetar todas las operaciones del tipo.

- Es exhaustiva: todas las clases de equivalencia del algebra cociente de términos (que,
recordemos, denotan los diferentes valores del TAD) se pueden representar con la
implementacion escogida.

- No es forzosamente inyectiva: valores diferentes de la implementacién pueden denotar
el mismo valor del TAD. Consecuentemente, la funcién de abstraccion induce una
relaciéon de equivalencia Rt que llamamos relaciéon de igualdad (representation
equivalence en el articulo de Hoare) que agrupa en una clase los valores de la
implementacién que se corresponden con el mismo valor del TAD t.

- Es un homomorfismo respecto a las operaciones de la signatura del TAD; asi, para toda
operacion opeOPH___tn_)t se cumple: abs (op(v,, ..., V) = opt(abst1(v1), s abstn(vn)),
donde abs, es la funcion de abstraccion del tipo t, op, la interpretacion de op dentro del
algebra del tipo, y la funcion de abstraccion que se aplica sobre cada v, es la
correspondiente a su tipo.

En la fig. 2.7 se muestra la funcion de abstraccion abs.; para el tipo de los conjuntos,
absgji: cht — Tgjt, siendo cht el algebra de la implementacion de los conjuntos y T el
algebra cociente de términos (en realidad, la funcion devuelve un término que identifica la
clase resultado); se puede observar que realmente se cumplen las propiedades
enumeradas. Asi, pueden establecerse el invariante de la representacién |cjt y la relacion de
igualdad R ¢t de la representacion de los conjuntos; |Cjt acota el numero de posiciones
ocupadas del vector y prohibe la aparicién de elementos repetidos, mientras que R cjt define
la igualdad de dos estructuras si los sitios libres valen igual y hay los mismos elementos en las
posiciones ocupadas de los vectores:

|cjt (Cescjt) = Csl<val AVi, j:0<i,j<Csl-1:izj= C.Ai] = C.A[j]
R cit (C1,Cosoncjt) =Cy.8l=Cy8l A(Vi:0<i<Cy.8l-1:3j: 0<j<Cyuusl-1: Cq.Afi] = C,.A[])
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Fig. 2.7: funcién de abstraccion aplicada sobre algunos valores de la representacion de los
conjuntos (las clases del algebra cociente se han dibujado directamente como conjuntos).
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Notemos que, al establecer la relacion de igualdad sobre la representacion, se trabaja
directamente sobre el dominio de la funcién de abstraccion, es decir, sélo se deben estudiar
aquellos valores de la implementacién que cumplan el invariante de la representaciéon. Por
este motivo en R cjt NO se tiene en cuenta la posibilidad de que haya elementos repetidos
porque es una situacion prohibida por |Cjt. Destaquemos también que la relacion exacta
entre estos dos predicados y la funcidn de abstraccion es (en el ejemplo de los conjuntos):

ljt (<A, sl>) = <A, sl>e dom(absg;), y
R cit (<A1, S|1>, <A2, S|2>) = abSCjt(<A1, S|1>) = abScjt(<A2, S|2>).

Es decir, la relacidon de igualdad sobre la representaciéon es equivalente a la deduccion
ecuacional en el marco de la semantica inicial.

A continuacion, ha de establecerse claramente cudl es el método de verificacion de una
implementacion con respecto a su especificacion, y es aqui donde aparecen varias
alternativas propuestas por diversos autores, entre las que destacamos tres que estudiamos
a continuacién. Los formalismos que presentamos también son validos si la especificacion
define mas de un género, en cuyo caso cada género del universo de implementacion
dispondra de sus propios predicados y, eventualmente, algunas demostraciones implicaran
invariantes y relaciones de igualdad de diversos géneros.

Cronoldgicamente, el primer enfoque propuesto se basa en el uso de las pre y
postcondiciones de las operaciones implementadas, y por ello se denomina comunmente
método axiomatico. Este enfoque, formulado por el mismo C.A.R. Hoare en el articulo ya
mencionado, requiere la escritura explicita de la funcion de abstraccién, ademas de los
predicados R i € |t; a continuacion, puede establecerse de manera casi automatica la
especificacion pre-post de las operaciones mediante las siguientes reglas:

- Toda operacién tiene como precondicién el invariante de la representacion, asi como la
negacion de todas aquellas condiciones de error que no se detecten en el cuerpo de
la propia funcion; si la operacion es una constante, la precondicién es cierto.

- Las postcondiciones consisten en igualar la funcion de abstraccién aplicada sobre la
representacién resultante con la aplicacion de la operacién sobre los parametros de
entrada, amén del propio invariante de la representacion.

Asi, por ejemplo, la operacién de anadido de un elemento queda con la especificacion:
{ls)} s2i=s10{v}  {absci(s2) = absgi(st) Uiv} A Lejs2))
donde abs; se puede escribir recursivamente como:

absgji(<A, 0>)= 0
absgji(<A, x+1>) = absj(<A, x>)U{A[x]}

' Notemos que el simbolo U esta sobrecargado; por ello, algunos autores distinguen notacionalmente
las referencias a la operacion del TAD de las referencias a su implementacion.
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Una vez se dispone de la especificacidon pre-post, basta con verificar una a una todas las
operaciones del tipo para concluir la correccién de la implementacion. En dicha verificacion,
puede ser necesario utilizar la relacién de igualdad. Como ejemplo ilustrativo, en el apartado
3.1 se presenta la verificacion de la operacion de afadir un elemento a una pila.

El segundo método, propuesto por J.V. Guttag, E. Horowitz y D.R. Muser en "Abstract Data
Types and Software Validation", Communications ACM, 21(12), 1978, es un enfoque
basicamente algebraico. Una vez escritos los predicados |t y R t, basta con restringir los
valores del algebra de la implementacién mediante |t, agrupar los valores resultantes en
clases de equivalencia segun Rt y, finalmente, demostrar la validez del modelo en la
implementacién. Es decir, es preciso efectuar cuatro pasos:

- Reescribir la implementacion del tipo en forma de ecuaciones.

- Demostrar que R i+ es efectivamente una relacion de equivalencia y que se mantiene
bajo transformaciones idénticas que involucren las operaciones de la signatura.

- Demostrar que |t es efectivamente un invariante de la representacién respetado por
todas las operaciones constructoras del tipo.

- Demostrar que las ecuaciones de la especificacion se satisfacen en la implementacion.

Estudiemos el ejemplo de los conjuntos. Como resultado del primer paso, habra un conjunto
de ecuaciones por cada operacion visible y, en ellas, toda variable de tipo cjt se habra
sustituido por la aplicacién de la funcidén de abstraccion sobre la representacion del tipo. Es
necesario controlar que el invariante de la representacion proteja de alguna manera las
ecuaciones (ya sea explicitamente como premisa en una ecuacién condicional, ya sea
implicitamente, por construccion). En la fig. 2.8 se muestra el universo resultante, donde se
aprecia el uso de operaciones sobre vectores, as y cons, cuyo significado es asignar un valor
a una posicion y consultarlo, y que se suponen especificadas en el universo VECTOR;
ademas, se instancian los pares para poder representar los conjuntos mediante el vector y el
apuntador. Notemos que las condiciones en el cédigo se han traducido trivialmente a
ecuaciones condicionales, mientras que los bucles se han transformado en ecuaciones
recursivas. El universo resultante es utilizado en las tres fases siguientes de la verificacion.

Para demostrar que la relaciéon de igualdad se mantiene, basta con estudiar la igualdad de
todas las parejas de términos posibles cuya operacion mas externa sea un simbolo de
operacioén de la signatura, aplicadas sobre dos representaciones iguales segin R cjts a@si,
siendo absgji(<A+, sly>) = absj(<Ay, sl,>) por la relacion de igualdad, debe cumplirse que
absgji(<A4, sli>) U {v} = absji(<Ay, sl>) U {v}, veabsg(<Ay, sli>) =veabsgj(<Ay, slp>) ¥
lleno?(absji(<A1, sli>)) = lleno?(abs,;i(<As,, sl,>)). Por lo que respecta a la conservacion del
invariante, se debe demostrar que, para toda operacién constructora f, el resultado proteje el
invariante, suponiendo que los parametros de tipo cjt lo cumplen inicialmente. En el caso de
que f no tenga parametros de tipo cjt, basta con comprobar que la estructura se crea
cumpliendo el invariante. En el Ultimo paso, se comprueba la validez de las ecuaciones del
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tipo implementado una por una, previa sustitucion de las operaciones que en éllas aparecen
por su implementacién, usando R cit s |cjt, las ecuaciones de la implementacion y las de los
tipos que aparecen en la implementacion (vectores, tuplas, y similares, incluyendo posibles
TAD definidos por el usuario); asi, por ejemplo, debe demostrarse que su{viu{v} = su{v},
utilizando, entre otras, las ecuaciones de los vectores tales como cons(as(A, k, v), k) =v.

universo CJT_e_ACOTADO_POR_VECT (ELEM_=, VAL_NAT)
implementa CJT_e_ACOTADO (ELEM_=, VAL_NAT)

usa NAT, BOOL

instancia VECTOR(INDICE es ELEM_=, VALOR es ELEM) donde
iNDICE.elem es nat, INDICE.= es NAT.=, VALOR.elem es ELEM.elem

instancia PAR (A, B son ELEM) donde A.elem es vector, B.elem es nat

tipo cjt és par
error VAe vector; Vsle nat: [NAT.ig(sl, val) A = ve absg(<A, sl>)] = absgj(<A, sl>)u{v}

ecns VAevector; Vsle nat; Vveelem
@ = abs;(<VECTOR:.crea, 0>)
[ve absgji(<A, sI>)] = absj(<A, sl>)U{v} = absj(<A, sl>)
[~ ve absj(<A, sl>)] = absg;i(<A, sl>) U{v} = abs;;(<VECTOR.as(A, sl, v), sl+1>)
ve absj(<A, 0>) = falso
[sl #0] = v e absgj(<A, slI>) = (v = VECTOR.cons(A, sl-1)) v (ve absg(<A, sl-1>))

lleno?(absji(<A, sl>)) = NAT.ig(sl, val)

funiverso

Fig. 2.8: implementacion por ecuaciones para los conjuntos usando vectores.

El tercer método que se presenta fue propuesto por H. Ehrig, H.-J. Kreowski, B. Mahr y
P. Padawitz en "Algebraic Implementation of Abstract Data Types", Theoretical Computer
Science, 20, 1982, y se basa en el uso de la especificacion algebraica del tipo que se utiliza
para implementar. Concretamente, siendo tsye. €l tipo que se ha de implementar definido en
el universo SPEC = ({tspec}, OPspecs Espec), ¥ siendo timp el tipo implementador definido en el
universo IMPL = ({tinpi}, OPimpi, Eimpi), S€ trata de establecer un isomorfismo entre el algebra
cociente de términos Tgpgc Y otro objeto algebraico construido a partir de la implementacion
de tgpec POI timpi- S€a ABS = (Sgps, OPgps, Eaps) €l universo que define esta nueva algebra; su
construccion sigue las fases siguientes:

- Sintesis: inicialmente, se define ABS = ({tspec, timpi}: OPspec W OPimpis Eimpi). A
continuacion se efectua la implementacion de las operaciones de OPg.. €n términos
de las de OP;;, . Al escribirlas, se necesitan, ademas, una o mas operaciones para
convertir un objeto de género tim, a género tgyqc.
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- Restriccion: en este paso se olvidan todos aquellos valores de la implementacion que
no son alcanzables y, ademas, se esconden los géneros y las operaciones de OP;y,
para que el usuario de la implementacion no pueda utilizarlas.

- Identificacién: finalmente, se incorporan las ecuaciones de la especificacion a E, ¢, para
asegurar que se igualen todas aquellas representaciones realmente equivalentes.

(Notemos la similitud de los pasos de restriccion y de identificacion con el invariante de la
representacién y la relacion de equivalencia de los enfoques anteriores.) Finalmente, se
considera que la implementacion es correcta si el dlgebra cociente de términos T gg de este
universo es isomorfa a Tgpgc.

Si aplicamos este método al ejemplo de los conjuntos, se podria pensar en tomar como
punto de partida la implementacion por ecuaciones del universo de la fig. 2.8. Ahora bien,
hay diversas situaciones anémalas; por ejemplo, dados dos elementos v, y v, las tuplas
resultantes de afiadir primero v; y después v, y viceversa son diferentes y, al particionar el
algebra de la implementacién, van a parar a clases diferentes e impiden establecer un
isomorfismo con el algebra cociente de la especificaciéon de los conjuntos. Estas situaciones
eran irrelevantes en el método de J.V. Guttag et al., donde no se necesitaba definir ningin
isomorfismo, sino que simplemente se comprobaba que el comportamiento determinado por
la implementacion "simulaba" correctamente el comportamiento establecido en la
especificacion. Estos y otros inconvenientes se solucionan en la fig. 2.10, que si sigue el
método y que se explica a continuacién.

En el paso de sintesis se define el nuevo género cjt y una operacién, abs, que convierte un
valor de la implementacion en otro de la especificacion y que es la constructora generadora
(una especie de funcidn de abstraccion que se limita a "copiar" el valor de la implementacion
en la especificaciéon, y que es necesaria para no tener problemas con los tipos de los
parametros y los resultados de las operaciones). A continuacion, se implementan por
ecuaciones las operaciones de los conjuntos en términos de las tuplas. En la fase de
restriccion, se prohiben repeticiones en los vectores, se limita el valor maximo permitido del
sitio libre (en realidad, la ultima condicién no es estrictamente necesaria tal como se ha
sintetizado previamente el tipo) y se olvidan todos aquellos simbolos invisibles para el
usuario del TAD. Por ultimo, se aplican las ecuaciones de los conjuntos para asegurar la
equivalencia de los valores. En la fig. 2.9 se muestra todo el proceso aplicado sobre diversas
representaciones que denotan el mismo valor del tipo.

Una vez presentados estos tres métodos, cabe preguntarse en qué contexto puede ser mas
adecuado uno u otro. En el marco de desarrollo de aplicaciones modulares, una
implementacién puede constar de diversas etapas; por ejemplo, un conjunto se podria
representar mediante una secuencia y, a su vez, una secuencia se podria representar
mediante el esquema de vector y apuntador que acabamos de ver. Esta situacion se habria
dado en caso de haber existido la implementacién para las secuencias y de que se hubiera
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considerado que su uso facilitaba la implementacion de los conjuntos. La correccion de esta
implementacién se puede verificar usando el enfoque de H. Ehrig et al. para la primera etapa
y el enfoque de J.V. Guttag et al. o de C.A.R. Hoare para la segunda, dado que la
implementacidn de los conjuntos se basa en la especificacion algebraica que definen las

secuencias, mientras que la implementacion de las secuencias se hace directamente usando
los constructores del lenguaje.
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Fig. 2.9: implementacion de los conjuntos: (1) sintesis; (2) restriccion; (3) identificacion.
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universo CJT_e_ACOTADO_POR_VECT (ELEM_=, VAL_NAT) es
usa NAT, BOOL

instancia VECTOR(INDICE es ELEM_=, VALOR es ELEM) donde
iINDICE.elem es nat, INDICE.= es NAT.=, VALOR.elem es ELEM.elem
instancia PAR(A, B son ELEM) donde A.elem es vector, B.elem es nat

{Paso 1: sintesis}

tipo cjt
ops abs: par — cjt
. > cjt

_U{_}: cjt ELEM.elem — cjt
_e_: ELEM.elem cjt — bool
lleno?: cjt — bool

errores [lleno?(abs(<A, sl>)) A ~v e abs(<A, sl>)] = abs(<A, sI>)u{v}

ecns @ = abs(<VECTOR:.crea, 0>)
[veabs(<A, sI>)] = abs(<A, sI>)u{v} = abs(<A, sl>)
[-ve abs(<A, sI>)] = abs(<A, sl>)u{v} = abs(<VECTOR.as(A, sl, v), sl+1>)
veabs(<A, NAT.0>) = falso
[sl# 0] = veabs(<A, sl>) = (v = VECTOR.cons(A, sl-1)) v (veabs(<A, sl-1>))
lleno?(abs(<A, sl>)) = NAT.ig(sl, val)

{Paso 2: restriccion}

errores as(as(A, i, v), i, v); [sl > val] = <A, sI>
esconde VECTOR.vector, VECTOR.crea, VECTOR.as, VECTOR.cons
PAR.par, PAR._.c1, PAR._.c2

{Paso 3: identificacion}

errores [lleno?(C) A =ve C] = Cu{v}

ecns Cu{viu{v} = Cuiv}
Cufvq}{va} = Cufvalifvy}
...etc. {v. fig. 1.32}

funiverso

Fig. 2.10: aplicacion de la técnica de tres pasos: sintesis, restriccion e identificacion.

A partir de la introduccién dada aqui, queda claro que las demostraciones de correccion de
las implementaciones son ciertamente complicadas sobrepasando los objetivos de este
texto, y por ello no se adjuntan. Ahora bien, para mayor legibilidad incluiremos siempre los
invariantes de la representacién en forma de predicados booleanos que acompanaran a las
representaciones del tipo; su escritura complementa las explicaciones que aparecen.
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2.3 Estudio de la eficiencia de las implementaciones?

Como ya se ha dicho, un tipo de datos descrito mediante una especificacion algebraica se
puede implementar de varias maneras, que diferiran en la representacion del tipo y/o en los
algoritmos y detalles de codificacidon de algunas de sus funciones. La razén de que existan
multiples implementaciones de un unico TAD es la adaptacion a un contexto determinado de
uso dado que, generalmente, diversas aplicaciones exigiran diferentes requisitos de
eficienciay, por ello, no se puede afirmar que una implementacién concreta es "la mejor
implementacion posible" de un TAD (a pesar de que muchas veces es posible rechazar
completamente una estrategia concreta de implementacién, porque no es la mejor en
ningun contexto). En el ejemplo de los conjuntos, una aplicacién con pocas inserciones y
muchas consultas reclamara la optimizacién de la operacién de pertenencia por encima de la
operacion de insercién, pero hay diversos algoritmos en este libro que exigen que ambas
operaciones sean igualmente rapidas, y entonces es necesario aplicar estrategias que
consuman espacio adicional. Idealmente, el conjunto de todas las implementaciones
existentes de un tipo de datos ha de ser lo suficientemente versatil como para ofrecer la
maxima eficiencia al integrarlo dentro de cualquier entorno®.

Para estudiar la integracion correcta de una implementacién dentro de una aplicacion primero
es necesario determinar los criterios que definen su eficiencia y después formular una
estrategia de medida de los recursos consumidos; de esta manera, sera posible clasificar los
algoritmos y, también, compararlos cuando son funcionalmente equivalentes. Por lo que
respecta al primer punto, los dos factores mas obvios ya se han citado intuitivamente en el
parrafo anterior y son los que usaremos a lo largo del texto: el tiempo de ejecucion de las
diversas funciones del tipo y el espacio necesario para representar los valores. Normalmente
son criterios confrontados (siempre habra que sacrificar la velocidad de una o mas
operaciones del tipo y/o espacio para favorecer otras o bien ahorrar espacio) y por ello su
estudio tendrd que ser cuidadoso. Hay otros factores que pueden llegar a ser igualmente
importantes, sobre todo en un entorno industrial de desarrollo de programas a gran escala,
pero que raramente citaremos en este texto a causa de la dificultad para medirlos; destacan el
tiempo de desarrollo de las aplicaciones (que es un criterio profusamente empleado en la
industria, medido en hombres/afo), el dinero invertido en escribirlas, el posible hardware
adicional que exijan, la facilidad de mantenimiento, etc.

% Se podria argumentar que el estudio de la eficiencia de los programas resulta irrelevante desde el
momento en que la potencia y la memoria de los computadores crece y crece sin fin. Ahora bien, este
crecimiento, en realidad, incita a la resolucion de problemas cada vez mas complejos que exigen
administrar cuidadosamente los recursos del computador y, por ello, el estudio de la eficiencia sigue
vigente. Ademas, existe una clase de problemas (que aqui llamaremos "de orden de magnitud
exponencial", v. 2.3.2) cuya complejidad intrinseca no parece que pueda ser solventada por las
mejoras del hardware.

® Ahora bien, no es necesario construir a priori todas las implementaciones que se crean oportunas
para un tipo, sino que se han de escribir a medida que se precisen (a no ser que se quiera organizar
una biblioteca de médulos de interés general).
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Centrémonos en la eleccion de las estrategias de medida de la eficiencia. Se podria
considerar la posibilidad de medir el tiempo de ejecucidon del programa en segundos (0
fracciones de segundo) y el espacio que ocupa en bytes o similares*, pero estas opciones
ocasionan una serie de problemas que las hacen claramente impracticables:

- Son poco precisas: un programa que ocupa 1 Mbyte y tarda 10 segundos en
ejecutarse, ¢ es eficiente o no? Es méas, comparado con otro programa que resuelva el
mismo enunciado, que ocupe 0.9 Mbytes y tarde 9 segundos en ejecutarse, ¢es
significativamente mejor el primero que el segundo o la diferencia es desdefiable y
facilmente subsanable?

- Son a posteriori : hasta que no se dispone de cddigo ejecutable no se puede estudiar
la eficiencia.

- Dependen de parametros diversos:

¢ De bajo nivel: del hardware subyacente, del sistema operativo de la maquina, del
compilador del lenguaje, etc. Esta dependencia es nefasta, porque evita la
extrapolacion de los resultados a otros entornos de ejecucion.

¢ De los datos de entrada: el comportamiento del programa puede depender vy,
generalmente, dependera del volumen de datos para procesar y posiblemente de
su configuracion.

En consecuencia, la medida de la eficiencia de los programas en general y de las estructuras
de datos en particular sigue un enfoque diferente, que consiste en centrarse precisamente
en el estudio de los datos de entrada del programa. Para conseguir que este método sea
realmente previo al desarrollo total del cddigo, se caracterizan las operaciones del TAD
mediante el algoritmo subyacente y, a partir de éste, se deduce una funcién que proporciona
la eficiencia parametrizada por el volumen de los datos que procesa; de forma similar, para el
espacio se caracteriza la representacién del tipo mediante la estructura de datos empleada.
Para independizar el método de los parametros de bajo nivel citados antes, la eficiencia se
mide con las denominadas notaciones asintdticas que se introducen a continuacion.

Queda un problema por resolver. Como ya se ha dicho, para un mismo volumen de datos de
entrada el comportamiento del programa puede variar substancialmente segun el dominio
concreto que se maneje; por ejemplo, la busqueda de un elemento dentro de un vector de
n posiciones exige un numero de comparaciones que oscila entre 1 y n, segun donde se
encuentre el elemento (si esta). Por este motivo, parece adecuado formular un caso medio a
partir de la frecuencia de aparicién esperada de los datos. Ahora bien, normalmente es
imposible caracterizar la distribucién de probabilidad de los datos de entrada, ya sea porque
se desconoce, 0 bien porque se conoce, pero su analisis se vuelve matematicamente
impracticable; debido a esto y a que, habitualmente, no se busca tanto una eficiencia
determinada como una cota inferior que asegure que bajo ningun concepto el

* Por ejemplo, D.E. Knuth formula la eficiencia de los algoritmos a partir del numero de instrucciones en
un computador idealizado (v. [Knu68] y [Knu73]).
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comportamiento del programa sera inaceptable, se opta tradicionalmente por estudiar el caso
peor en la distribucion de los datos de entrada; eso si, cuando se crea conveniente y sea
posible, se hara referencia al caso medio (el caso mejor se descarta por ilusorio y sélo se
referira casualmente como anécdota).

2.3.1 Notaciones asintoéticas

Las notaciones asintéticas (ing., asymptotic notation) son las estrategias de medida de la
eficiencia seguidas en este texto: a partir de una funcion de dominio y codominio los
naturales positivos, f: N+ — N *, que caracteriza la eficiencia espacial de la representacion
de un tipo o bien la eficiencia temporal de una operacién en funcion del volumen de los
datos utilizados, una notacion asintética define un conjunto de funciones que acotan de
alguna manera el crecimiento de f. El calificativo "asintotica” significa que la eficiencia se
estudia para volumenes de datos grandes por ser éste el caso en que la ineficiencia de un
programa es realmente critica. El estudio del caso asintético permite desdefar los factores
de bajo nivel citados al principio de esta seccion; la independencia del entorno de ejecucion
se traduce en un estudio, no tanto de los valores de f, como de su ritmo de crecimiento, y da
como resultado unas definiciones de las notaciones asintoticas que desdenan, por un lado,
los valores mas bajos del dominio por poco significativos y, por el otro, las constantes
multiplicativas y aditivas que pueden efectivamente considerarse irrelevantes a medida que
el volumen de datos aumenta.

Hay varias notaciones asintoticas, explicadas en detalle en diferentes libros y articulos. El
articulo pionero en la aplicacion de estas notaciones en el campo de la programacion fue
escrito por D.E. Knuth en el afio 1976 ("Big Omicron and Big Omega and Big Theta",
SIGACT News, 8(2)), que presenta, ademas, una descripcion histérica (ampliada por
P.M.B. Vitanyi y L.G.L.T. Meertens en "Big Omega versus the Wild Functions", SIGACT
News, 16(4), 1985). G. Brassard mejord la propuesta de Knuth definiendo las notaciones
como conjuntos de funciones (v. "Crusade for a Better Notation", SIGACT News, 17(1),
1985), que es el enfoque que se sigue actualmente; en [BrB87], el mismo Brassard, junto
con P. Bratley, profundiza en el estudio de las notaciones asintéticas.

En este texto introducimos las tres notaciones asintéticas mas habituales. Las dos primeras
definen cotas superiores y inferiores de los programas: la notacion O grande (ing., bigOh o
big Omicron), o simplemente O, para la buisqueda de cotas superiores y la notacién omega
grande (ing., big Omega), o simplemente Q, para la busqueda de cotas inferiores.
Concretamente, dada una funcionf: N+ — N *,1a O de f, denotada por O(f), es el conjunto
de funciones que crecen como maximo con la misma rapidez que f yla omegade f, denotada
por Q(f), es el conjunto de funciones que crecen con mayor o igual rapidez que f. Dicho en
otras palabras, f es una cota superior de todas las funciones que hay en O(f) y una cota
inferior de todas las funciones que hay en Q (f).

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



Implementacion de tipos abstractos de datos 111

Of) ={g: N* = N*/3cy: coc R*: 3ng: nge N*+: ¥n: n > ny: g(n) < cof(n)}
Q) ={g: N* - N*/3cy: coc R*: 3ng: nge N*: vn: n > ny: g(n) = cof(n))°

La constante ng identifica el punto a partir del cual f es cota de g, mientras que ¢, es la
constante multiplicativa (v. fig. 2.11); ny permite olvidar los primeros valores de la funcion por
poco significativos, y ¢, desprecia los cambios constantes dentro de un mismo orden
debidos a variaciones en los factores de bajo nivel y también a la aparicion reiterada en los
algoritmos de construcciones que tienen la misma eficiencia.

Por ejemplo, dadas las funciones f(n) = 4n, g(n) = n+5 y h(n) = n2, se puede comprobar
aplicando la definicion que f y g estan dentro de O(f), O(g) y O(h) y también dentro de Q(f)y
Q(g) (en concreto, O(f ) = O(g) y Q(f) = Q(g), porque ambas funciones presentan el mismo
ritmo de crecimiento despreciando la constante multiplicativa), mientras que h no esta dentro
de O(f) ni de O(g), pero si dentro de Q(f)y Q(g). A partir de la definicidon, y como ilustra este
ejemplo, es obvio que las dos notaciones estan fuertemente relacionadas segun la férmula
feO(g) & g € Q(f ), cuya demostracion queda como ejercicio para el lector.

Por lo que respecta a su utilidad como herramienta de medida de la eficiencia de los
programas, las notaciones O y Q presentan varias propiedades especialmente interesantes
que se enumeran a continuacion; su demostracion queda como ejercicio para el lector. Asi,
el célculo de la eficiencia de un algoritmo se basara en la aplicacién de estas propiedades y
no directamente en la definicién, facilitando el proceso. Para abreviar se dan solamente las
propiedades de O; las de Q son idénticas.

1) La notacion O es una relacion reflexiva y transitiva, pero no simétrica:
vf,g,h: N* = N*: fe O(f) A (fe O(g) = ge Of)) A (fe O(g) A ge O(h) = fe O(h))
2) La notacion O es resistente a las multiplicaciones por, y adiciones de, constantes:
vi,g: N* 5 N+ veeR*:{ geO(f) & c.geO(f) b A 4 geO(f) = c+geO(f) }
3) Reglas de la notacion O respecto a la suma y el producto de funciones:
Vi;,91.52,02: Nt = N*: g1e O(f;) A g2€ O(f):
3.a) gy+9g2e O(max(fy, f2)), siendo (g4+92)(n) = g1(n)+ga(n), y
max(fy, f2)(n) = méx { f1(n), f2(n) ¢
3.b) g1.92€ O(fy.f2)), siendo (gy.92)(n) = g4(n).g2(n)
Otra manera de enunciar estas reglas es:
3.a) O(f;)+O(f2) = O(f; + fo) = O(max(fy, f2)), y
3.b) O(f1).O(f2) = O(f.12))
La caracterizacién de los conjuntos O(f4)+O(f,) y O(f1).O(f,) aparece en [Pen93, p.8].

® Hay una definicién diferente de la notacion Q (v. ejercicio 2.6) que amplia el conjunto de funciones
que pertenecen a Q(f); no obstante, estas funciones "especiales" no surgen demasiado a menudo en
el andlisis de la eficiencia de un programa y, por este motivo y también por su simplicidad, preferimos la
definicion aqui dada.
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Notemos que la definicidon de las notaciones asintdticas es independiente de si se trata el
caso peor o el caso medio; en el caso peor, no obstante, se produce una asimetria entre
ellas: si f e O(g), entonces g es una cota superior del caso peor y por ello no puede haber
ningun valor de la entrada que se comporte peor que g, mientras que si f € (g), entonces g
es una cota inferior del caso peor, pero puede haber diversos valores de la entrada,
potencialmente infinitos, que se comporten mejor que g, si el algoritmo trabaja en un caso
que no sea el peor.

Las dos notaciones hasta ahora presentadas permiten buscar cotas superiores e inferiores
de programas; ahora bien, la formulacion de una de estas cotas no proporciona suficiente
informacion como para determinar la eficiencia exacta de un programa. Por ello, introducimos
una ultima notacion que serd la mas usada en este texto, llamada teta grande (ing., big Theta)
0, simplemente, O. La teta de f, notada mediante &(f), es el conjunto de funciones que
crecen exactamente al mismo ritmo que f; dicho de otra manera, fe©(g) siy sélosi g esala
vez cota inferior y superior de f; este conjunto es formulable a partir de O(f) y Q(f) como
O(f) = O(f) n Q(f) (v. fig. 2.11) y asi la definicion queda:

o(f) = {g: N* - N*/3cq,cq: co,c1e R™: Ing: nge N2 vn: n > ny: ¢4f(n) = g(n) > cof(n)}

f
Co - f(n) o) cy. f(n)
a(n) 7
: | Co. f(n) | Co. f(n)
| ! ! .
1 i ]
i 1 t
N, ge O® N, ge Q) N ge o)

Fig. 2.11: notaciones O, Qy 6.

En el ejemplo anterior se cumple que fe0(g), ya que feO(g) y fe Q(g) y, simétricamente,
g €0(f), dado que g €O(f) y g € Q(f). Precisamente, la simetria de la notacion © es un rasgo
diferencial respecto a O y Q, porque determina que © es una relacion de equivalencia; el
resto de propiedades antes enunciadas son, no obstante, idénticas. Destaca también una
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caracterizacion de © por limites: lim,_.f(n)/g(n)e R-{O} = f €©(g). Por lo que respecta a la
nomenclatura, dadas dos funciones f,g: N*— N * tales que f €©(g), decimos que f es de
orden (de magnitud ) g o, simplemente, que f es g (siempre en el contexto del estudio de la
eficiencia, claro); también se dice que f es de (o tiene) coste (o complejidad; ing., cost o
complexity) g°.

Hasta ahora, las notaciones asintéticas se han definido para funciones de una sola variable.
No obstante, en el caso general, la eficiencia de un algoritmo puede depender de diferentes
magnitudes, cada una de las cuales representa el tamafio de un dominio de datos
determinado (por ejemplo, en una biblioteca, numero de libros, de socios, de ejemplares por
libro, etc.). La definicién de O, Q y © en esta nueva situacion introduce tantas constantes
como variables tenga la funcion para determinar los valores a partir de los que la cota dada es
valida. Por ejemplo, la definicion de © para una funcion f de k variables queda:

ofy ={g: N*x..x N*= N™*/3¢,,ci:c0,cieR*: 3xy, .oy 3 Xq, oy xeeN
VN1, ceey M NP2 X3 A e AN 2 X CoF(Ng, 0y NE) 2 9(N4, -y NE) 2 Cof(N4, <., DK}

La existencia de diferentes variables genera érdenes de magnitud incomparables cuando no
es posible relacionarlas completamente; asi, ©(a2.n) ¢ O(a.n2) y 6(a.n2) £ O(a2.n). Esta
situacion dificulta el andlisis de la eficiencia y provoca que algunos resultados queden
pendientes del contexto de utilizacidn del algoritmo, que sera el que determinara todas las
relaciones entre los diferentes parametros de la eficiencia; concretamente, para asegurar
que todos los 6rdenes se puedan comparar, esta relacién deberia ser un orden total que
permitiera expresar todos los parametros en funcion de uno solo. Asi mismo, la regla de la
suma de las notaciones asintéticas se ve afectada porque puede ser imposible determinar el
maximo de dos funciones tal como exige su definicion.

Por ultimo, es conveniente constatar que el analisis asintético de la eficiencia de los
programas a veces esconde e, incluso, distorsiona otros hechos igualmente importantes, y
puede conducir a conclusiones erréneas. Destacamos los puntos siguientes:

- Como ya se ha dicho, el comportamiento asintético se manifiesta a medida que crece la
cantidad de datos de entrada. Eventualmente, el contexto de utilizacién de un
programa puede asegurar que el volumen de datos es siempre reducido, y entonces el
analisis asintético es engafnoso: una funcion asintéticamente costosa puede llegar a ser
mas rapida que otra de orden inferior si las diversas constantes aditivas y, sobre todo,
multiplicativas, olvidadas en el proceso de célculo de la eficiencia, son mucho mayores
en la segunda que en la primera. Por ejemplo, hay diversos algoritmos de productos de
enteros o matrices que son asintéticamente mas eficientes que los tradicionales, pero

¢ Algunos autores proponen la terminologia "orden exacto"; en el caso de que feO(g), dicen que f tiene
"como maximo" orden g, y si f €Q(g) dicen que f tiene "como minimo" orden g.

7 En este caso, y por motivos de claridad, puede ser conveniente explicitar las variables en la
definicion misma, y asi escribir O(f(n4, ..., ng)).
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que no se empiezan a comportar mejor hasta dimensiones de los datos demasiado
grandes para que sean realmente practicos. En general, no obstante, las constantes
que pueden surgir en el analisis de la eficiencia tienen normalmente un valor pequeno.

En algunos contextos es necesario un analisis mas depurado del comportamiento de
un algoritmo si realmente se quieren extraer conclusiones pertinentes. Por ejemplo, en
la familia de los algoritmos de ordenacion (ing., sorting algorithm) hay varios con el
mismo coste asintético y, por ello, también se consideran las constantes y se estudia en
qué situaciones son mas apropiados unos u otros.

Una version muy eficiente de un programa puede dar como resultado un trozo de
codigo excesivamente complicado y rigido que vulnere los principios de la
programacién modular enumerados en la seccién 1.1, especialmente en lo que se
refiere a su mantenimiento y reusabilidad.

El estudio asintético muestra claramente que el ahorro de una variable o instruccion
que complique el cddigo resultante no aporta ninguna ganancia considerable y reduce
la legibilidad; por tanto, dicho ahorro es claramente desaconsejable. Sin embargo, no
es justificable la ineficiencia causada por la programacion descuidada, por mucho que
no afecte al coste asintético del programa; un ejemplo habitual es el calculo reiterado
de un valor que se podria haber guardado en una variable, si dicho calculo tiene un
coste apreciable.

Si la vida de un programa se prevé breve priman otros factores, siendo especialmente
importante el coste de desarrollo y depuracion. En el mismo sentido, si se tiene la
certeza de que un trozo de programa se usara sélo en situaciones excepcionales sin
que sea necesario que cumpla requisitos de eficiencia exigentes, el estudio de la
eficiencia del programa puede prescindir de él y centrarse en las partes realmente
determinantes en el tiempo de ejecuciéon. Cualquiera de estas dos suposiciones,
evidentemente, ha de estar realmente fundada.

- Otros factores, como la precision y la estabilidad en los algoritmos de célculo numérico,
o bien el numero de procesadores en algoritmos paralelos, puede ser tan importantes
(o mas) como la eficiencia en el andlisis de los programas.

2.3.2 Ordenes de magnitud méas habituales

Toda funcién f: N+t — N+ cae dentro de una de las clases de equivalencia determinadas por
la relacién ©. Para poder hablar con claridad de la eficiencia de los programas se identifican a
continuacion las clases mas usuales que surgen de su analisis; todas ellas se caracterizan
mediante un representante lo méas simple posible, se les da un nombre para referirse a ellas
en el resto del libro y se muestran algunas funciones que son congruentes.
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- ©(1): constante. Incluye todas aquellas funciones independientes del volumen de los
datos que se comportan siempre de la misma manera; por ejemplo, secuencias de
instrucciones sin iteraciones ni llamadas a funciones o acciones, y tuplas de campos no
estructurados. Dentro de estas clases se encuentran las funciones 4, 8+log2, etc.

- O©(logn): logaritmico®. Aparecera en algoritmos que descarten muchos valores en un
unico paso (generalmente, la mitad) durante un proceso de busqueda; las estructuras
arborescentes del capitulo 5 son un ejemplo paradigmatico. Se incluyen funciones
como logn+k, logn+klogn, etc., siendo k una constante no negativa cualquiera.

- O(nk), para k constante: polindmico ; seran habituales los casos k = 1, 2 y 3 llamados,
respectivamente, lineal, cuadratico y cubico. Notemos que el caso k = 0 es el coste
constante. El analisis de una funcién o estructura de datos en la que haya vectores y la
aparicion de bucles comporta normalmente un factor polindémico dentro del coste. Son
funciones congruentes nk+logn, nk+7, nk+nk-1, etc.; consultar también el ejercicio 2.5.

- O(nlogn) y ©(n2logn): casi-lineal y casi-cuadratico. Generalmente aparecen en bucles
tales que cada paso comporta un coste logaritmico o casi-lineal, respectivamente.

- O(kn), para k constante: exponencial; es el caso peor de todos, asociado generalmente
a problemas que se han de resolver mediante el ensayo reiterado de soluciones.

En la fig. 2.12 se muestra la evaluaciéon de estas funciones para algunos valores
representativos de n. Notemos la similitud de comportamiento de los casos constante y
logaritmico, lineal y casi-lineal y cuadratico y casi-cuadratico, que en memoria interna se
pueden considerar practicamente idénticos, sobre todo teniendo en cuenta que en el
calculo de los costes se desprecian constantes y factores aditivos mas pequefios, que
pueden llegar a hacer un algoritmo asintéticamente logaritmico mejor que otro constante,

como ya se ha dicho en el punto anterior.

n o(1) O(logn) O(n)  ©(nlogn)

1 1 1° 1 1
10 1 2.3 10 23
100 1 4.6 100 460
1000 1 6.9 1000 6900
10000 1 9.2 10000 92000
100000 1 11.5 105  11.5x108

Fig. 2.12: algunos valores de los costes asintéticos mas frecuentes.

0(n2) BO(n2logn)

10000 46000

o(2n)

2
1024
1.26x1030
— O0
— 00
— 0

® No importa la base (que habitualmente sera 2), ya que un cambio de base se concreta en una

multiplicacion por una constante (v. ejercicio 2.5).

° El tiempo de ejecucion de un programa no se puede considerar nunca 0.
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En caso que la eficiencia depenga de mas de un parametro, sera necesario explicitar éstos al
catalogar la funcion; frecuentemente, para evitar ambigtedades, en vez de usar los nombres
que se acaban de dar, leeremos directamente la funcién representante de la clase; asi, un
algoritmo que tenga un coste 2a2.3logn lo describiremos como "a cuadrado por el logaritmo
den".

2.3.3 Analisis asintoético de la eficiencia temporal

Una vez formuladas las diferentes notaciones asintéticas de interés e identificadas sus
propiedades mas relevantes, es indispensable determinar como se puede deducir la
eficiencia de una funcién o representacion a partir del algoritmo o la estructura de datos
correspondiente. Estudiamos en este apartado la eficiencia temporal y en el siguiente la
eficiencia espacial.

El calculo de la eficiencia temporal de un programa se puede realizar aplicando las reglas que
se enumeran a continuacion, donde se muestra el tipo de construccién del lenguaje y
también las construcciones Merli concretas para asi poder analizar mas facilmente los
programas que aparecen en este texto completamente codificados. Destacamos que la
mayoria de las reglas dan como resultado sumatorios que, aplicando las propiedades de las
notaciones asintdticas, son equivalentes al orden de magnitud del sumando mas costoso.
Denotaremos por T(S) la eficiencia temporal del trozo S de cédigo; a veces, cuando el trozo
sea una funcion o accion entera f, denotaremos su eficiencia por Tf 10,

- Referencia a valores y operadores predefinidos: se toma como coste constante
cualquier referencia a un objeto asi como la aplicacion de operaciones aritméticas,
relacionales y légicas sobre los tipos que lo permitan. También se consideran
constantes las indexaciones de vectores (sin incluir el calculo del indice mismo, que
tendra su propio coste) y las referencias a tuplas. Los vectores y las tuplas podran
compararse con =y #; en el caso de los vectores, el coste de la comparacién es el
producto de la dimensién del vector por el coste de comparar un elemento; en el caso
de las tuplas, el resultado es igual al maximo del coste de las comparaciones de los
campos individuales.

- Evaluacién de una expresion: suma de los costes de las subexpresiones que la
componen y de los operadores que las combinan:

T(Eqop1 Ex0ps...EnOprEpq)=[Zi:1<i<n+1:T(E)] + [Zi:1<i<n:T(opy)]

Los costes T(op;) y T(E;) vienen dados por la regla anterior y, en el caso de que
aparezcan invocaciones a funciones, por la regla siguiente.

' También se escribe T (n4, ..., ny), siendo los n; los diversos parametros que determinan el coste.
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- Invocacidén a una funcién: suma del tiempo empleado en evaluar y, posiblemente,
duplicar los diversos parametros reales mas el tiempo empleado en ejecutar la funcién;
si alguno de los parametros es una expresién, se debe aplicar la regla anterior.

T (Ey, ..., En) =[Zi: 1<i <n: T(E;) + T(duplicacion E)] + T,

Por mucho que los parametros de la funcién sean implicitamente parametros sdlo de
entrada, se considera que su paso sélo exige hacer una copia cuando la funcién los
modifica; es decir, las categorias de los parametros se consideran exclusivamente
como informacion relativa a su uso, al contrario que los lenguajes imperativos
tradicionales, que las tratan también como informacién orientada a la generacion de
cédigo. Como resultado, el tiempo de duplicacién de un parametro serd constante en
muchos casos. No consideramos el posible tiempo de duplicar el resultado, ya que
supondremos que éste serd disponible implicitamente en el ambito de la llamada.

De momento, se puede considerar el tiempo de duplicacion igual al espacio asintotico
que ocupa el tipo correspondiente, calculado segun las reglas que se dan en el
apartado siguiente. En el apartado 3.3.4 introduciremos en los TAD (por otros motivos)
una funcién de asignacién de valores y veremos entonces que la duplicacién de los
parametros consistira en llamar a esta funcién, que tendra su propio coste.

Por otro lado, no consideramos la formulacidn de ecuaciones de recurrencia tipicas del
caso de las funciones recursivas (por ejemplo, consultar [Pefi93]) dado que, en este
texto, el célculo de la eficiencia de este tipo de funciones se hara usando otros
razonamientos.

Composicion secuencial de instrucciones: suma de cada una de las instrucciones que
componen la secuencia.

T(Sq; s Sp)=Xi:1<i <N T(S)

Asignacion: suma de los tiempos de evaluacion de la parte izquierda y de la parte
derecha. Una vez mas, no obstante, la asignacion puede ser de vectores o tuplas
completos, en cuyo caso ni la parte izquierda ni la parte derecha presentaran
expresiones. En la asignacién de vectores se multiplica el coste de la asignacion a un
componente por la dimension, y en la de tuplas, al ser el coste la suma, domina la
asignacion de campos mas costosa.

T(E; := Ex)= T(E4) + T(E), si el tipo es predefinido o escalar
T(vq:= Vo) =n.T(vq [i] := Vo [i]), para vectores de n componentes
T(vq:=vo)= 2 i:1<i <n:T(vq.¢ =V, .g), para tuplas de campos cy, ..., C,

- Sentencias alternativas: suma de las diferentes expresiones condicionales e
instrucciones asociadas. A causa del calculo del caso peor, se examinan todas las ramas
posibles y predomina el coste de la condicién o la expresion mas costosa.

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



118 Estructuras de datos. Especificacion, disefio e implementacion

T(si E entonces Sy sino S, fsi) = T(E) + T(S1) + T(S,)"

T(opcién caso E4 hacer S, ... caso E,, hacer S, en cualquier otro caso S,,,4 fopcién)

=[ 2i1<i<n+1:T(S)] +[2Zi:1<i <n: T(E)]

- Sentencias iterativas: suma de la condicion del bucle y de las instrucciones que forman
el cuerpo, multiplicadas por el nimero n de veces que se ejecuta el bucle; no obstante,
hay diversas modalidades de bucle que sélo evaluan la condiciéon una unica vez, al
inicio.

T(hacer E veces S fhacer)= T(E) + (n.T(S))

T(mientras E hacer S fmientras), T(repetir S hasta que E) = n.(T(E) + T(S))
T(para todo v desde E hasta E, hacer S fpara todo) = T(E{) +T(E,) + (n.T(S))

T(para todov dentro de T hacer S fpara todo) = T(E) + (n.T(S))

En los dos ultimos casos, la referencia a v no afecta al coste porque la variable ha de ser
de tipo natural, entero o escalar y su asignacion, por tanto, constante.

Hay que destacar que, a veces, n es una magnitud desconocida y entonces se asume
el valor mas grande que puede tomar (hipotesis de caso peor), a pesar de que también
se puede conjeturar un valor fijo si se pretende comparar diversos algoritmos mas que
formular una eficiencia concreta. También es frecuente que el coste de ejecucién de
un bucle no sea siempre el mismo; si se dan los dos casos, se puede multiplicar el
numero maximo de vueltas por el coste mas grande de un bucle y se obtiene una cota
superior O. Por ultimo, destacar que en ciertos contextos el analisis de un bucle puede
no seguir las reglas semiautomaticas dadas aqui, sino que se emplea una estrategia
diferente que exige un analisis mas profundo del significado del cédigo; asi lo haremos
en este mismo capitulo al analizar el algoritmo de ordenacién por el método de la
insercion, y también en el capitulo 6 al estudiar diversos algoritmos sobre grafos.

Invocacién a una accion: por los mismos razonamientos que la invocacion a funciones:
T(P(Ey, ..., E) =[Xi:1<i <n: T(E;) + T(duplicacion Ej)] + Tp

Como en las funciones, so6lo se duplicaran los parametros de entrada que se
modifiquen.

- Retorno de valor: simplemente el tiempo de evaluar la expresién: T(devuelve E)= T(E).

- Errores: supondremos que el tratamiento de errores es de tiempo constante.

" Para ser mas exactos, el coste del algoritmo se puede precisar en términos de las notaciones Oy Q,
y obtener O(max(T(E), T(S4), T(Ss)) como cota superior y Q(max(T(E), min(T(S4), T(Ss))) como cota
inferior. Si ambos valores son iguales, se puede afirmar efectivamente que O tiene el coste dado; si no
lo son, realmente se esta tomando como coste la cota superior del caso peor, dentro del contexto
pesimista en que nos movemos. Se pueden aplicar razonamientos similares en la sentencia alternativa
multiple.
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2.3.4 Anadlisis asintético de la eficiencia espacial

También el espacio que ocupa una estructura de datos se puede calcular automaticamente a
partir de unas reglas formuladas sobre los diferentes constructores de tipo del lenguaje,
tomando como coste O(1) el espacio que ocupa un objeto de tipo predefinido o escalar.
Concretamente, si T es un tipo de datos representado en Merli dentro de un universo de
implementacion, el espacio E(T ) que ocupa un objeto de tipo T se puede calcular segun las
reglas:

- Vectores: producto del espacio que ocupa cada componente por la dimension n.
E(T)= E(vector[indice] det)=n.E(t)

- Tuplas: suma del espacio de los campos; las tuplas variantes no afectan al coste
asintotico.

E(T)=E(tuplacsesty;...;c est, ftupla)=Xi: 1 <i <n: E(Y)

Sin embargo, a menudo, cuando se estudia el espacio de una estructura de datos, no sélo
interesa el coste asintético sino también su coste "real" sin despreciar las constantes
multiplicativas ni los factores aditivos de orden inferior. La razén es que no sera habitual que
dos estrategias de representacion de un tipo de datos sean tan radicalmente diferentes
como para resultar en costes asintéticos desiguales, sino que las diferencias estaran en el
nuamero de campos adicionales empleados para su gestidn eficiente; estas variaciones no
influyen en el coste asintético, pero pueden ser suficientemente significativas como para
considerarlas importantes en la eleccién de la representacion concreta. Para el calculo
correcto de este coste "real" se debe determinar el espacio que ocupa un objeto de cada
uno de los tipos predefinidos, un objeto de tipo escalar y un objeto de tipo puntero (v.
apartado 3.3.3), y aplicar las mismas reglas en los vectores y en las tuplas, poniendo especial
atencién en el caso de las tuplas variantes: dada una parte variante de n conjuntos de
campos {c4}, ..., {C,}, €l espacio que ocupa es la suma del campo discriminante mas el maximo
del espacio de los {c;}. El espacio se puede dar en términos absolutos o bien relativos,
eligiendo el espacio de alguno de los tipos como unidad y expresando el resto en funcion
suya.

Por ultimo, cabe destacar que el estudio de la eficiencia espacial se aplica, no sélo a las
representaciones de estructuras de datos, sino también a las variables auxiliares que declara
una funcion o accién. Es decir, se considera que toda funciéon o accion, aparte de sus
parametros (que necesitaran un espacio independiente del algoritmo usado dentro de la
funcién o accion), utiliza un espacio adicional que puede depender de la estrategia concreta
y que, eventualmente, puede llegar a cotas lineales o cuadraticas. En este libro, el espacio
adicional se destacara cuando sea especialmente voluminoso o cuando sea un criterio de
eleccién u optimizacion de una operacion.
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Para ilustrar las reglas definidas en estos dos ultimos puntos, se determina la eficiencia de la
implementacién de los conjuntos de la fig. 2.6. La eficiencia espacial es muy sencilla de
establecer:

- Asintética: la representacion de los conjuntos es una tupla y, por ello, el espacio E(cjt)
queda E(cjt) = val.E(elem) + ©(1) = ©(val.n), siendo E(elem) = B(n)y ©(1) el coste del
campo sl.

- Real: sea x el espacio que ocupa un natural y sea n el espacio que ocupa un objeto de
tipo elem, el espacio resultante sera val.n + x, muy parecido en este caso al espacio
asintético.

Es decir, el coste espacial depende de lo que ocupe un objeto de tipo elem; ésta sera la
situacion habitual de los tipos parametrizados. Por otro lado, notemos que todas las
funciones son lo mas dptimas posible dado que sdlo requieren un espacio adicional
constante, incluso la operacion auxiliar'®. Por ultimo, destaquemos que la eficiencia espacial
de un conjunto es independiente del nimero de elementos que realmente contiene.

En lo que respecta al coste temporal, empezamos por calcular la eficiencia de indice, que
sirve de base para el resto. El cuerpo de la funcién es una secuencia de cuatro instrucciones
(dos asignaciones, un bucle y el retorno) y el coste total sera su suma. Las asignaciones y la
instruccidon de retorno tienen un coste obviamente constante, porque son valores o
referencias a variables de tipos predefinidos. Por lo que se refiere al bucle, el coste se calcula
de la manera siguiente:

- La evaluacién de la condicién de entrada queda constante, porque consiste en aplicar
una operacion booleana (por definicion, ©(1)) sobre dos operandos, siendo cada uno
de ellos una operacién de coste constante aplicada sobre unos operandos, que son
valores o bien referencias a variables de tipos predefinidos.

- El cuerpo consiste en una sentencia condicional y su eficiencia es la suma de tres
factores: la evaluacion de la condicién y dos asignaciones de coste constante igual que
las examinadas anteriormente. El coste de la evaluacion es igual al coste T. de la
operacion de igualdad, que es desconocido por depender del pardmetro formal.

- El nimero de iteraciones es desconocido a priori. En el caso peor, el elemento que se
busca no esta dentro de la parte ocupada del vector y entonces el numero de
iteraciones para un conjunto de k elementos es igual a k.

Considerando todos estos factores, el coste total del bucle para un conjunto de k elementos
es k.(©(1)+1.) = ©(k.T_). El coste total de indice es, pues, ©(1)+0(1)+0(k.T_)+0(1) = O(k.T.).
El coste del resto de funciones se calcula aplicando razonamientos parecidos y quedan
@(k.T=) igualmente, excepto crea, que no invoca indice y es constante.

2 Por mucho que una funcién no declare ninguna variable, se considera un coste constante y no ©(0)
por factores de bajo nivel (para guardar la direccion de retorno, por ejemplo).
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Para cerrar el estudio de la eficiencia asintética de las implementaciones, consideremos un
algoritmo algo mas complicado, como es el algoritmo de ordenacion de un vector A, usando
el método de insercidn (ing., insertion sorting). El método de insercioén (v. fig. 2.13) situa los
elementos en su lugar uno a uno, empezando por la posicidon 1 hasta el maximo: al inicio del
paso i-ésimo del bucle principal, las posiciones entre la A[1] y la A[i-1] contienen las mismas
posiciones que al empezar, pero ordenadas (como establece el invariante) y entonces el
elemento A[i] se intercambia reiteradamente con elementos de este trozo ordenado hasta
situarlo en su lugar. Para facilitar la codificacién, se supone la existencia de una posicion 0
adicional, que se emplea para almacenar el elemento mas pequeho posible del tipo (valor
que seria un parametro formal del universo) y que simplifica el algoritmo; asi mismo,
supondremos que los elementos presentan dos operaciones de comparacion, _<_y _<_,
con el significado habitual.

{Accion ordena_insercion: dado un vector A, lo ordena por el método de la insercion.
P = A = A, (se fija un valor de inicio para referirse a él en Q )
Q = elems(A, 1, max) = elems(Ag, 1, max) A ordenado(A, 1, max), donde
elems(A, i, j) = {A[i], A[i+1], ..., A[jl}, como multiconjunto™, y
ordenado(A, i, j) = Vk: i <k <j-1: Alk] < Alk+1] }

accién ordena_insercién (ent/sort A es vector [de 0 amax] de elem) es
vari, j son nat; temp es elem fvar
A[0O] := el_menor_de_todos
para todo idesde 2 hasta méax hacer
{l= elems(A, 1, i-1) = elems(Ag, 1, i-1) A ordenado(A, 1, i-1) A
A Vk: 1 <k <max: AK] > A[0]
F = max-i}

j=i
mientras A[j] < A[j-1] hacer
{I=1<j< iAordenado(A, j, i) A Vk: 1 <k < max: Alk] > A[0]. F=j}
temp := A[j]; A[j] := A[j-1]; A[-1] := temp; j := j-1
fmientras

fpara todo
faccion

Fig. 2.13: algoritmo de ordenacién de un vector por el método de insercién.

Estudiemos el coste temporal del algoritmo (obviamente, el coste espacial adicional es (1)),
que abreviamos por Tord. El coste es igual a la suma del coste de la primera asignacion y del
bucle; dado que dentro del bucle aparecen mas asignaciones del mismo tipo, se puede decir
simplemente que Tord es igual al coste del bucle principal, que se ejecuta max-1 veces.

'® Un multiconjunto es un conjunto que conserva las repeticiones. Asi, los multiconjuntos {1} y {1,1}
son diferentes.
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Dentro de este bucle se encuentran las expresiones que determinan los valores que toma la
variable de control, una asignacion de naturales (ambas construcciones de coste constante)
y un segundo bucle que se ejecuta un numero indeterminado de veces, que es funcion del
valor i y de la suerte que tengamos. Precisamente es esta indeterminacion lo que dificulta el
andlisis de la eficiencia del algoritmo y conduce a un cambio de enfoque: en lugar de aplicar
las reglas de célculo de la eficiencia dadas, se calcula el numero N de veces que se ejecutan
las instrucciones del cuerpo del bucle interno a lo largo de todo el algoritmo, se suma el
resultado al coste ©(max) de ejecutar la asignacion j :=i exactamente max-1 veces y asi se
obtiene el coste total del bucle principal.

El valor N es la resolucion de dos sumatorios imbricados; el mas interno surge de la
suposicién del caso peor que lleva a i iteraciones del bucle interno:

Ahora se puede determinar el coste total del bucle principal que queda parametrizado por los
costes de comparar y de asignar elementos, T. y Tas, respectivamente, y da como
resultado:

O({ max(max+1)/2-1} .T_.T,s)=0max2.T..T,,),

cuadratico sobre el nimero de elementos. No es un coste demasiado bueno, dado que hay
algoritmos de ordenacién de coste casi-lineal (en el capitulo 5 se presenta uno, conocido
como heapsort).

Precisamente, el desconocimiento del coste T‘les esconde una posible ineficiencia del
algoritmo dado en la fig. 2.13, porque la colocacion del elemento Ali] exige tres asignaciones
a cada paso del bucle mas interno para implementar el intercambio. En lugar de intercambiar
fisicamente los elementos se puede simplemente guardar A[i ] en una variable auxiliar temp,
hacer sitio desplazando elementos dentro del vector y copiar temp directamente en la
posicién que le corresponda. El resultado es una nueva version asintéticamente equivalente
a la anterior, pero que simplifica las constantes multiplicativas con poco esfuerzo y sin
complicar el codigo, y que por tanto es preferible a la anterior.

2.3.5 Eficiencia y modularidad

La técnica de disefio modular de programas empleada en este texto presenta diversas
ventajas ya comentadas en la seccién 1.1, pero puede dar como resultado aplicaciones
ineficientes precisamente a causa del principio de transparencia de la implementacion, que
impide la manipulacion de la representacion de un tipo desde fuera de sus universos de
implementacion. Lo comprobaremos con un ejemplo.
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Sea la especificacion habitual de los conjuntos y sea la implementacion vista en el apartado
anterior; dado que los conjuntos son un TAD que aparece en casi toda aplicacién, parece
una decision acertada incluirlos en una biblioteca de mddulos reusables que contenga tipos
y algoritmos de interés general. Notemos, no obstante, que el estado actual del tipo incluye
muy pocas operaciones, y para que sea realmente Util se deben afadir algunas nuevas;
como minimo, se necesita alguna operacién para sacar elementos y seguramente la unién, la
interseccion y similares; en concreto, supongamos que hay una operacion
sacar_uno_cualquiera que, dado un conjunto, selecciona y borra un elemento cualquiera.
Ahora, sea U un universo que precisa una nueva operacion, cuantos, que cuenta el nimero
de elementos que hay dentro de un conjunto y que no aparece en la especificacion
residente en la biblioteca. Usando los mecanismos de estructuraciéon de especificaciones, se
puede definir un enriquecimiento del universo de especificacion de los conjuntos con esta
nueva operacion, ya sea en el mismo moédulo U o bien en un universo aparte (v. fig. 2.14); su
codificacién dentro de un universo de implementacion es inmediata, altamente fiable e
independiente de la representacion escogida, pero presenta un problema evidente: para un
conjunto de n elementos, el coste temporal de la operacion es ©(n), a causa de la
imposibilidad de manipular la representacion del tipo.

universo CJT_e_ACOTADO_CON_CUANTOS(ELEM_=, VAL_NAT) es
usa CJT_e_ACOTADO(ELEM_=, VAL_NAT), NAT, BOOL
ops cuantos: cjt — nat
ecns cuantos(Q) = 0...

funiverso

universo IMPL_CJT_e_ACOTADO_CON_CUANTOS(ELEM_=, VAL_NAT) es
implementa CJT_e_ACOTADO_CON_CUANTOS(ELEM_=, VAL_NAT)
usa CJT_e_ACOTADO(ELEM_=, VAL_NAT), NAT, BOOL

funcién cuantos (c es conjunto) devuelve nat es

var cnt es nat; v es elem fvar
cnt:=0
mientras —vacio?(c) hacer

<c, v> := sacar_uno_cualquiera(c); cnt := cnt + 1

fmientras

devuelve cnt

funiverso

Fig. 2.14: especificacion (arriba) e implementacion (abajo) de
un enriquecimiento de los conjuntos.
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Notemos que no hay ninguna alternativa que permita reducir el coste de la operacion
cuantos (como resultado del bucle que forzosamente dara n vueltas) y que, ademas, la
estrategia escogida es la 6ptima si no se viola el principio de transparencia de la
representacion. Si se quiere reducir el coste de la operacion a orden constante, no queda
mas remedio que introducir la funcién cuantos dentro de la especificacion béasica de los
conjuntos (v. fig. 2.15) y adquirir asi el derecho de manipular la representacion del tipo.

universo CJT_e_ACOTADO(ELEM_=, VAL_NAT) es
usa NAT, BOOL

ops
g, _u{_}, ..
cuantos: cjt — nat
ecns

.. lasde @, _u{}, ..
cuantos(d) =0 ...

funiverso

universo CJT_e_ACOTADO_POR_VECT(ELEM_=, VAL_NAT) es
implementa CJT_e_ACOTADO(ELEM_=, VAL_NAT)

tipocit es ...{v. fig. 2.6}
funcién cuantos (c es conjunto) devuelve nat es
devuelve c.sl

funiverso

Fig. 2.15: especificacion e implementacion de la operacion para contar los elementos
de un conjunto como parte del TAD que los define.

Este enfoque, no obstante, presenta diversos inconvenientes:

- Se introduce en la definicidon de un tipo de interés general (que residira dentro una
biblioteca de universos) una operacion que inicialmente no estaba prevista; si esta
nueva operacion no es utilizada por ninguna otra aplicacion, se complica la definicién y
el uso del tipo sin obtener demasiado provecho a cambio.

- Si el universo ya existia previamente, hay que modificarlo y esto es problematico:

0 Es necesario implementar la nueva operacién en todas las implementaciones
existentes para el tipo. En cada una de ellas, si el implementador original (persona o
equipo de trabajo) esta disponible y puede encargarse de la tarea, ha de recordar el
funcionamiento para poder programar la nueva operacion (jy puede hacer meses
que se escribid!). En caso contrario, todavia peor, pues alguna otra persona ha de
entender y modificar la implementacion, siendo esta tarea mas o menos complicada
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dependiendo de la calidad del cédigo (sobre todo por lo que respecta a la
legibilidad); incluso es posible que el cédigo fuente no esté disponible y sea
imposible modificarlo.

¢ La sustitucion de la versién anterior del universo (residente en una biblioteca de
modulos) por la nueva puede provocar una catastrofe si se introduce
inadvertidamente algun error; si, por prudencia, se prefiere conservar las dos
versiones, se duplicaran médulos en la biblioteca.

Resumiendo, el desarrollo modular de aplicaciones permite construir de manera clara, rapida,
fiable y elegante cualquier programa, pero, a veces, entra en conflicto con cuestiones de
eficiencia espacial y/o temporal, y la politica a seguir entra dentro de los requerimientos de
uso de la aplicacion y del criterio de los disefiadores y programadores. Notemos también la
libertad de definir los tipos con las operaciones que mas interesen, puesto que se pueden
afadir operaciones para unir e intersectar conjuntos, para obtener el elemento mas grande o
mas pequeno, etc., a discrecion. Asi, se pueden seguir dos enfoques diferentes al definir
un tipo: pensar en los universos de definicidn como un suministro de las operaciones
indispensables para construir otras mas complicadas en universos de enriquecimiento, o
bien incluir en el universo de definicién del tipo todas aquellas operaciones que se puedan
necesitar en el futuro, buscando mayor eficiencia en la implementacion (en el capitulo 7 se
insiste sobre este tema).

Ejercicios

2.1 Escribir una implementacion para los conjuntos acotados con pertenencia usando el
tipo V de los elementos como indice de un vector A de booleanos, tal que A[v] vale cierto si
v esta en el conjunto. Suponer que la cardinalidad de V es n y que se dispone de una
funcién inyectiva h: V — [1, n]. Escribir la especificacién pre-post de las operaciones.
Verificar la correccion de la implementacion respecto a la especificacion usando las
estrategias vistas en la seccién 2.2.

2.2 a) Escribir una implementacion para los polinomios Z[X] especificados en el apartado
1.5.1, de modo que se almacenen en un vector todos los monomios de coeficiente
diferente de cero sin requerir ninguna condicion adicional. Escribir la especificacion pre-post
de las diferentes operaciones y también los invariantes y las funciones de acotamiento de los
diversos bucles que en ella aparezcan. Verificar la correccion de la implementacion respecto
a la especificacion usando las diferentes estrategias vistas en la seccion 2.2. Calcular el coste
asintotico de la implementacion.

b) Repetir el apartado a) requeriendo que los pares del vector estén ordenados en forma
creciente por exponente.
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2.3 Sea el TAD de los multiconjuntos (conjuntos que admiten elementos repetidos; es
decir, el multiconjunto {x, x} es valido y diferente del multiconjunto {x}) sobre un dominio V
con operaciones de crear el multiconjunto vacio y afiadir un elemento al multiconjunto.
Proponer una representacion (que incluya la funcién de abstraccion, el invariante de la
representacion y la relacién de igualdad) para las dos situaciones siguientes:

a) El numero total de elementos del multiconjunto esta acotado por n.

b) El niumero total de elementos del multiconjunto no esta acotado, pero, en cambio, se
sabe que la cardinalidad de V es n y que se dispone de una funcién inyectiva h: V —[1, n].

2.4 Sean las funciones f{(n) = n3, f5(n) = 90000n 2+70000n, f53(n) = n2logn, f4(n) = n3logn,
f5(n) = n3+logn. Estudiar, para todo par de valores diferentes i, j entre 1y 5, si f; e O(f), si
fie Q(f;) y si f; e ©(f;). Representar graficamente los conjuntos O(f;), Q(f;) y ©(f;).

2.5 a) Sea el polinomio p(n) = cxnk +Ccy.4nNk1+ ...+ CcyN+Cy, con Vi: 0<i < k-1:¢; 20, ¢, > 0.
Demostrar que p(n)e©(nk). b) Demostrar que Xi: 1 <i < n:ike®(nk+1), k > 0. ¢) Demostrar
que Va,b:a>1 Ab> 1:log,neB(logyn).

2.6 Las notaciones O y Q tienen asociadas otras dos, o pequefa (ing., smallo) y @
pequefa (ing., small omega), abreviadamente o y @, que definen cotas significativamente
mas fuertes que las primeras y que se definen, paraf: N+t — N*:

off) ={g: N+ > N*/Vcy: coe RT:3ng: nge N*: vn: n > ng 1 g(n) < cof(n)}
o) ={g: N*T - N*/Vcy coe RT:3ng: nge N+: vni n > ng: g(n) = cof(n)}

Estudiar si estas notaciones son reflexivas, simétricas o transitivas, asi como sus relaciones
con las notaciones O y Q. Mostrarlas graficamente con un esquema similar al de la fig. 2.11.

2.7 Dados los siguientes algoritmos, formular su especificacion pre-post, establecer los
invariantes y las funciones de acotamiento de sus bucles y calcular su coste.

a) Producto de matrices.

accion producto (ent A, B sonvectores[de 1 an, de 1 an] de enteros;
sal Cesvector[de 1an, de1an] deenteros) es
var fil, col, indice son enteros fvar
para todo fil desde 1 hasta n hacer
para todo col desde 1 hasta n hacer {calculo de Cffil, col] }
CIfil, col] := 0
para todo indice desde 1 hasta n hacer
CIfil, col] := CIfil, col] + (A[fil, indice]*B[indice, col])
fpara todo
fpara todo

fpara todo
faccién

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



Implementacion de tipos abstractos de datos 127

b) Ordenacion de un vector por el método de la burbuja.

accion burbuja (ent/sal A es vector[de 1 an] de enteros) es
vari, j, aux son enteros fvar
para todo idesde 1 hasta n-1 hacer {localizacién del i-ésimo menor elemento}
para todo jbajando desde n hasta i+1 hacer
{examen de la parte del vector todavia no ordenada}
si A[j-1] > A[j] entonces {intercambio de los elementos}
aux := A[j]; A[]] := A[-1]; A[j-1] := aux
fsi
fpara todo
{el i-ésimo menor elemento ya esta en A[i] }

fpara todo
faccién

¢) Busqueda dicotémica en un vector.

funcién busqueda_dicot (A esvector[de 1 an] de enteros; x es entero) devuelve bool es
var izq, der, med son enteros; encontrado es bool fvar
{se determinan los extremos de la porcién del vector donde puede estar x}
izq := 0; der := n+1; encontrado := falso
{se busca mientras quede vector por explorar}
mientras (izq < der-1) A ~ encontrado hacer
med := (izq + der) / 2
opcién
caso x = A[med] hacer encontrado := cierto
caso X < A[med] hacer der := med
caso x > A[med] hacer izq := med
fopcién
fmientras
devuelve encontrado

2.8 En el articulo de Vitanyi y Meertens citado en el inicio de la seccién 2.3 se propone una
definicion alternativa de la notacién Q:

Q) ={g: N* > N*/3cy: coe R*: Vng: nge N*:3n: n > ny: g(n) = cof(n)}

Esta definicion sirve también para el caso en que el algoritmo a analizar presente oscilaciones
en su comportamiento, porque no exige que g sea una cota superior de f a partir de un cierto
punto sino sélo que g sobrepase o iguale f un niumero infinito de veces. La utilidad de este
caso se hace evidente en algoritmos que tienen un coste para algunas entradas y otro
diferente para el resto. Estudiar su reflexividad, simetria y transitividad y establecer la relacién
de esta Q con la dada en la seccion 2.3. Imaginar un algoritmo que tenga un coste diferente
segun las dos definiciones dadas de Q.
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