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Prélogo

El estudio de las estructuras de datos es casi tan antiguo como el nacimiento de la
programacion, y se convirtié en un tema capital en este ambito desde finales de la década de
los 60. Como es légico, una de las consecuencias de este estudio es la aparicién de una
serie de libros de gran interés sobre el tema, algunos de ellos ciertamente excelentes y que
se han convertido en piedras angulares dentro de la ciencia de la programacion (citemos, por
ejemplo, los textos de D.E. Knuth; de A.V. Aho, J. Hopcroft y J.D. Ullman; de E. Horowitz y
D. Sahni; de N. Wirth; y, recientemente, de T.H. Cormen, C.E. Leiserson i R.L. Rivest).

Ahora bien, el progreso en el campo de la programacion ha dado como resultado la aparicion
de nuevos conceptos, algunos de los cuales no se han consolidado hasta la segunda mitad
de la década de los 80. Muchos de estos conceptos estan intimamente interrelacionados
con el ambito de las estructuras de datos, y ésta es la razén por la cual los libros antes citados
han quedado actualmente un poco desfasados en lo que respecta al método de desarrollo
de programas que siguen, incluso en sus reediciones mas recientes.

En este contexto, he confeccionado el libro "Estructuras de datos. Especificacién, disefio e
implementacion”, que trata el estudio de las estructuras de datos dentro del marco de los
tipos abstractos de datos. La adopcion de este enfoque se inscribe en una metodologia de
desarrollo modular de programas, que abunda en diferentes propiedades interesantes en la
produccioén industrial de aplicaciones (correccidn, mantenimiento, etc.), y permite enfatizar
diversos aspectos importantes hoy en dia: la necesidad de especificar el software, la
separacién entre la especificacion y la implementacién, la construccion de bibliotecas de
componentes, la reusabilidad del software, etc. Diversos autores han explorado esta
metodologia (sobre todo, desde las aportaciones de B. Liskov y J.V. Guttag), pero sin
aplicarla en el contexto de las estructuras de datos.

Destinatario

El libro ha sido concebido sobre todo como un texto de ayuda para alumnos de una
asignatura tipica de estructura de datos en un primer ciclo de ingenieria en informatica;
también se puede considerar adecuado para cualquier otra titulacion técnica superior o
media con contenido informatico. A tal efecto, cubre el temario habitual de esta asignatura en
tono autoexplicativo, y se ilustra con numerosas figuras, especificaciones y programas.
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14 Estructuras de datos. Especificacion, disefio e implementacion

Dependiendo de los objetivos de la asignatura, el formalismo asociado al estudio de estos
temas puede ser mas 0 menos acusado; sea como sea, el libro puede usarse como texto
béasico de consulta.

Ahora bien, los temas que aparecen en el libro se han desarrollado con méas profundidad que
la estrictamente requerida por el alumno y, por ello, hay mas posibles destinatarios. Por un
lado, el mismo profesor de la asignatura, porque puede encontrar en un Unico volumen los
aspectos de especificacion y de disefio que no acostumbran a aparecer en los libros de
estructuras de datos; ademas, la inclusiéon de especificaciones y de programas libera al
docente de la necesidad de detallarlos en sus clases. Por otro lado, cualquier informatico
que quiera profundizar en el estudio de las estructuras de datos méas alla de su aspecto
puramente de programacion, puede encontrar aqui una primera referencia.

Contenido

En el primer capitulo se introduce el concepto de tipo abstracto de datos. Después de
analizar su repercusion en el disefio de programas, nos centramos en el estudio de su
especificacién formal, que es la descripcion exacta de su comportamiento. De entre las
diferentes opciones existentes de especificaciéon formal, se sigue la llamada especificacion
ecuacional interpretada con semantica inicial. El capitulo muestra un método general para
construir especificaciones para los tipos, les otorga un significado matematico (como
algebras heterogéneas) y también estudia su estructuracion, y aqui destaca la posibilidad de
definir tipos genéricos, profusamente utilizados a lo largo del libro.

En el segundo capitulo se estudian diversos aspectos sobre la implementacion de los tipos
de datos. El proceso de implementacion se lleva a cabo cuando existe una especificacion
para el tipo; la segunda seccion insiste precisamente en la relacion formal entre los dos
conceptos, especificacién e implementacion. También se introduce un punto clave en el
andlisis de los algoritmos y las estructuras de datos que se desarrollaran posteriormente: el
estudio de su eficiencia a través de las denominadas notaciones asintéticas.

Las diversas familias de estructuras de datos se introducen en los cuatro capitulos
siguientes: se estudian las secuencias, las tablas y los conjuntos, los arboles, y las relaciones
binarias y los grafos. Para todas ellas se sigue el mismo método: descripcion informal,
formulacion de un modelo, especificacion algebraica del tipo e implementaciones mas
habituales. Por lo que se refiere a estas Ultimas, se detalla la representacion del tipo y la
codificacion de las operaciones (hasta el Ultimo detalle y buscando la maxima legibilidad
posible mediante el uso de funciones auxiliares, disefio descendente, comentarios, etc.),
siempre en el caso de implementacion en memoria interna; a continuacion, se estudia su
eficiencia tanto temporal como espacial y se proponen varios ejercicios.

Por dltimo, el capitulo final muestra la integracion del concepto de tipo abstracto de datos
dentro del desarrollo modular de programas, y lo hace bajo dos vertientes: el uso de los tipos
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abstractos previamente introducidos y el disefio de nuevos tipos de datos. El estudio se
hace a partir de seis ejemplos escogidos cuidadosamente, que muestran la confrontacién de
los criterios de modularidad y eficiencia en el disefio de programas.

Para leer el texto, son necesarios unos conocimientos fundamentales en los campos de las
matematicas, de la l6gica y de la programacion. De las matematicas, los conceptos basicos de
conjunto, producto cartesiano, relacion, funcién y otros similares. De la l6gica, el concepto
de predicado, los operadores booleanos y las cuantificaciones universal y existencial. De la
programacion, la habilidad de codificar usando un lenguaje imperativo cualquiera (Pascal, C,
Ada o similares) que conlleva el conocimiento de los constructores de tipos de datos (tuplas
y vectores), de las estructuras de control de flujo (asignaciones, secuencias, alternativas y
bucles) y de los mecanismos de encapsulamiento de cédigo (acciones y funciones).

Es importante destacar algunos puntos que el libro no trata, si bien por su teméatica se podria
haber considerado la posibilidad de incluirlos. Primero, no aparecen algunas estructuras de
datos especialmente eficientes que, por su complejidad, superan el nivel de una asignatura
de primer ciclo de ingenieria; por ejemplo, diversas variantes de monticulos y de arboles de
basqueda (Fibonnaci Heaps, Red-Black Trees, Splay Trees, etc.) y de dispersién (Perfect
Hashing, principalmente). También se excluyen algunas otras estructuras que se aplican
principalmente a la memoria secundaria, como pueden ser las diversas variantes de arboles B
y también los esquemas de dispersién incremental (Extendible Hashing, Linear Hashing,
etc.). Tampoco se tratan en el libro algunos temas caracteristicos de la programacién, como
pueden ser el estudio de diversas familias de algoritmos (Greedy Algorithms, Dynamic
Programming, etc.) de los cuales constan algunos casos particulares en el capitulo de grafos;
0 como las técnicas de derivacién y de verificacion formal de programas, si bien se usan
algunos elementos (invariantes de bucles, precondiciones y postcondiciones de funciones,
etc.). Hay diversos libros de gran interés que si tratan en profundidad estos temas, cuyas
referencias aparecen convenientemente en este texto. Por ultimo, no se utilizan los
conceptos propios de la programacion orientada a objetos (b&sicamente, herencia y
vinculacion dinamica) para estructurar los tipos de datos formando jerarquias; se ha preferido
el enfoque tradicional para simplificar el volimen de la obra y no vernos obligados a introducir
la problemética inherente a este paradigma de la programacion.

Bibliografia

Las referencias bibliograficas del libro se pueden dividir en dos grandes apartados. Por un
lado se citan todos aquellos articulos que son de utilidad para temas muy concretos, cuya
referencia aparece integrada en el texto en el mismo lugar en que se aplican. Por el otro, hay
diversos textos de interés general que cubren uno o mas capitulos del libro y que aparecen
dentro del apartado de bibliografia; estos libros han de considerarse como los mas
destacables en la confeccion de esta obra y no excluye que haya otros, igualmente buenos,
gue no se citan, bien porque su tematica es muy similar a alguno de los que si aparecen, bien
porgue el desarrollo de los temas es diferente al que se sigue aqui.
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Lenguaje

En cualquier texto sobre programacion, es fundamental la eleccion del lenguaje utilizado
como vehiculo para codificar (y, en este libro, también para especificar) los esquemas que se
introducen. En vez de especificar y programar usando algun lenguaje existente, he preferido
emplear la notacion Merli, disefiada por diversos miembros del Departament de Llenguatges
i Sistemes Informatics (antiguamente, Departament de Programacio) de la Universitat
Politecnica de Catalunya. Esta notacién ha sido utilizada desde principios de los afios 80 por
los profesores del departamento en la imparticion de las asignaturas de programacion de los
primeros niveles de las titulaciones en informatica y ha demostrado su validez como
herramienta para el aprendizaje de la programacion. Las razones de esta eleccién son
basicamente dos: por un lado, disponer de una notacién abstracta que permita expresar
facilmente los diferentes esquemas que se introducen sin ningln tipo de restriccion
impuesta por el lenguaje; por otro, usar una sintaxis muy parecida tanto para especificar como
para implementar los tipos de datos (el hecho de que el mismo lenguaje se pueda usar
desde estos dos niveles diferentes refuerza la relacién entre la especificacién y la
implementacién de los tipos de datos, que es uno de los objetivos del texto). El
inconveniente principal es la necesidad de traducir las especificaciones y los programas que
aparecen en este texto a los lenguajes que el lector tenga a su disposicion; ahora bien, este
inconveniente no parece muy importante, dado que Merli es facilmente traducible a
cualquier lenguaje comercial (a algunos mejor que a otros, eso si), y que podria haber
aparecido el mismo problema fuera cual fuera el lenguaje de trabajo elegido.

Terminologia

Dado que, hoy en dia, el idioma dominante en el ambito de la informéatica es el inglés, he
hecho constar las acepciones inglesas junto a aquellos vocablos que denotan conceptos
bésicos y universalmente aceptados; de esta manera, el lector puede relacionar rdpidamente
estos conceptos dentro de su conocimiento de la materia o, en el caso de que sea el primer
libro que lee sobre estructuras de datos, adquirir el vocabulario basico para la lectura
posterior de textos ingleses. Los términos ingleses se escriben siempre en singular
independientemente del género con el que se usen en castellano.

Por el mismo motivo, se utilizan de manera consciente varios anglicismos usuales en el
ambito de la programacion para traducir algunos términos ingleses. Dichos anglicismos se
limitan a lo estrictamente imprescindible, pero he creido conveniente seguir la terminologia
técnica habitual en vez de introducir vocablos méas correctos desde el punto de vista
linguistico pero no tan profusamente usados. Asi, aparecen los términos "reusabilidad” en

vez de "reutilizacion", "eficiencia" en vez de "eficacia", etc.
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Capitulo 1 Especificacion de tipos abstractos de datos

El concepto de tipo abstracto de datos sera el marco de estudio de las estructuras de datos
que se presentan en el libro. Por ello, dedicamos el primer capitulo a estudiar su significado a
partir de lo que se denomina una especificacion algebraica, que es la descripcion precisa de
su comportamiento. También se introducen en profundidad los mecanismos que ofrece la
notacion Merli para escribirlas y que seran usados a lo largo del texto en la descripcion
preliminar de las diferentes estructuras de datos que en él aparecen.

1.1 Introduccién a los tipos abstractos de datos

Con la aparicién de los lenguajes de programacion estructurados en la década de los 60,
surge el concepto de tipo de datos (ing., data type), definido como un conjunto de valores
que sirve de dominio de ciertas operaciones. En estos lenguajes (C, Pascal y similares,
derivados todos ellos -de forma mas o menos directa- de Algol), los tipos de datos sirven
sobre todo para clasificar los objetos de los programas (variables, parametros y constantes) y
determinar qué valores pueden tomar y qué operaciones se les pueden aplicar.

Esta nocion, no obstante, se reveld insuficiente en el desarrollo de software a gran escala,
dado que el uso de los datos dentro de los programas no conocia mas restricciones que las
impuestas por el compilador, lo cual era muy inconveniente en los nuevos tipos de datos
definidos por el usuario, sobre todo porque no se restringia de ninguna manera su ambito de
manipulacion. Para solucionar esta carencia, resumida por J.B. Morris en "Types are not Sets"
(Proceedings ACM POPL, 1973), diversos investigadores (citemos como pioneros a
S.N. Zilles, a J.V. Guttag y al grupo ADJ, formado por J.A. Goguen, J.W. Thatcher,
E.G. Wagner y J.B. Wright [ADJ78]) introdujeron a mediados de la década de los 70 el
concepto de tipo abstracto de datos (ing., abstract data type; abreviadamente, TAD), que
considera un tipo de datos no sélo como el conjunto de valores que lo caracteriza sino
también como las operaciones que sobre él se pueden aplicar, juntamente con las diversas
propiedades que determinan inequivocamente su comportamiento. Todos estos autores
coincidieron en la necesidad de emplear una notacién formal para describir el
comportamiento de las operaciones, no soélo para impedir cualquier interpretacion ambigua
sino para identificar claramente el modelo matematico denotado por el TAD.
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20 Estructuras de datos. Especificacion, disefio e implementacién

En realidad, el concepto de TAD ya existe en los lenguajes de programacion estructurados
bajo la forma de los tipos predefinidos, que se pueden considerar como tipos abstractos con
poco esfuerzo adicional. Por ejemplo, consideremos el tipo de datos de los enteros que
ofrece el lenguaje Pascal; la definicion del TAD correspondiente consiste en determinar:

- cudles son sus valores: los numeros enteros dentro del intérvalo [minint, maxint];

- cudles son sus operaciones: la suma, la resta, el producto, y el cociente y el resto de la
divisién, y

- cudles son las propiedades que cumplen estas operaciones: hay muchas; por ejemplo:
a+b=b+a,a*0=0, etc.

Resumiendo, se puede definir un tipo abstracto de datos como un conjunto de valores
sobre los que se aplica un conjunto dado de operaciones que cumplen determinadas
propiedades. ;Por qué "abstracto"? Este es un punto clave en la metodologia que se
presentara y se aplicara en todo el libro. El calificativo "abstracto" no significa "surrealista"
sino que proviene de "abstraccidon”, y responde al hecho de que los valores de un tipo
pueden ser manipulados mediante sus operaciones si se saben las propiedades que éstas
cumplen, sin que sea necesario ningun conocimiento ulterior sobre el tipo; en concreto, su
implementacion en la maquina es absolutamente irrelevante. En el caso de los enteros de
Pascal, cualquier programa escrito en este lenguaje puede efectuar la operacion x+y (siendo
x e y dos variables enteras) con la certeza de que siempre calculara la suma de los enteros x
e y, independientemente de su representacion interna en la maquina que esta ejecutando
el programa (complemento a 2, signo y magnitud, etc.) porque, sea ésta cual sea, la
definicion de los enteros de Pascal asegura que la suma se comporta de una manera
determinada. En otras palabras, la manipulacién de los objetos de un tipo solo depende del
comportamiento descrito en su especificacion (ing., specification) y es independiente de su
implementacion (ing., implementation):

- La especificacion de un TAD consiste en establecer las propiedades que lo definen.
Para que sea util, una especificacion ha de ser precisa (solo tiene que decir aquello
realmente imprescindible), general (adaptable a diferentes contextos), legible (que
sirva como instrumento de comunicacién entre el especificador y los usuarios del tipo,
por un lado, y entre el especificador y el implementador, por el otro) y no ambigua (que
evite posteriores problemas de interpretacion). La especificacién del tipo, que es
Unica, define totalmente su comportamiento a cualquier usuario que lo necesite.
Segun su grado de formalismo, serda mas o menos facil de escribir y de leer y mas o
menos propensa a ser ambigua o incompleta.

- La implementacion de un TAD consiste en determinar una representacién para los
valores del tipo y en codificar sus operaciones a partir de esta representacion, todo ello
usando un lenguaje de programacién convencional. Para que sea util, una
implementacion ha de ser estructurada (para facilitar su desarrollo), eficiente (para
optimizar el uso de recursos del computador) y legible (para facilitar su modificacién y
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mantenimiento). Una implementacién del TAD (puede haber muchas, cada una de ellas
pensada para un contexto de uso diferente) es totalmente transparente a los usuarios
del tipo y no se puede escribir hasta haber determinado claramente su especificacion;
el cambio de una implementacion por otra que respete el comportamiento deseado del
tipo no ha de cambiar en absoluto la especificacidn ni, por consiguiente, la vision que
de él tienen sus usuarios, que se limitaran a recompilar la aplicacién correspondiente.

La verdadera utilidad de los TAD aparece en el disefio de nuevos tipos de datos. Imaginemos
que se quiere construir un programa Pascal que calcule la suma de una secuencia de
numeros complejos introducida por el terminal, acabada por el valor 0 + Oi (para simplificar la
escritura de algunos detalles irrelevantes, supondremos que tanto la parte real como la parte
imaginaria de los numeros complejos son enteros en vez de reales), escribiendo el resultado
en la pantalla. Fieles a la metodologia que acabamos de esbozar, enfocamos el caso como un
ejercicio resoluble a partir de la especificacion de un TAD para los numeros complejos,
definible de la siguiente forma:

- cudles son sus valores: todos aquellos nimeros complejos de partes real e imaginaria
enteras y dentro del intérvalo [minint, maxint ];

- cudles son sus operaciones: como minimo, y dada la funcionalidad del programa, se
necesita una operacion para sumar complejos, otra para crear un complejo a partir de
dos enteros y dos mas para obtener las partes real e imaginaria, y

- cudles son las propiedades que cumplen las operaciones: las tipicas de los complejos.

Una vez definido el TAD para los complejos es posible utilizarlo desde un programa Pascal:
se pueden declarar variables del tipo, usar objetos del tipo como parametros de funciones,
utilizar el tipo para construir otros mas complicados, etc.; dicho de otra forma, el (nuevo) TAD
de los complejos tiene las mismas caracteristicas de uso que el TAD (predefinido) de los
enteros y desde un programa Pascal sus diferencias son exclusivamente notacionales.
Como consecuencia, se puede escribir el programa principal que calcula la suma de los
complejos sin implementar el TAD.

program suma_complejos;
var res: complejo; a, b: integer;
begin
res := crear(0, 0); read(a, b);
while (a <> 0) or (b <> 0) do begin
res := sumar(res, crear(a, b)); read(a, b)

end;

writeln('El resultado es: ', real(res), ' + ', imaginaria(res), 'i.")
end.

Fig. 1.1: programa Pascal para sumar una secuencia de numeros complejos.
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Es decir, el programa resultante es independiente de la implementacion del tipo de los
complejos en Pascal. Una vez determinadas las operaciones, para completar la aplicacion se
escoge una representacion para el TAD y se implementa (en la fig. 1.2 se da una
representacion que mantiene los complejos en notacién binémica).

type complejo = record re, im: integer end;

function crear (a, b: integer): complejo;
var c: complejo;

in

c.re :=a;c.im:=b;crear:=c

end;

loa
D

function sumar (a, b: complejo): complejo;
egin
a.re :=a.re + b.re; a.im ;= a.im + b.im; sumar :=a

(oa

D
>
o

function real (c: complejo): integer;
eai

o
=

real := c.re
end;
function imaginaria (c: complejo): integer;
eqi

o
=

imaginaria := c.im
end;

Fig. 1.2: codificacion en Pascal de una representacion binémica para los numeros complejos.

La extrapolacion de esta técnica a sistemas de gran tamafio conduce al llamado disefo
modular de las aplicaciones (ing., modular design, formulado por D.L. Parnas en 1972 en el
articulo "On the Criteria to be Used in Decomposing Systems into Modules", CACM, 15(12);
también lo llamaremos disefio con TAD; v. [LiG86] para un estudio en profundidad). El disefo
modular es una generalizacion del disefio descendente de programas (ing., stepwise
design; llamado también disefio por refinamientos sucesivos) introducido a finales de los
anos 60 por diversos autores, entre los que destacan O.-J. Dahl, E.W. Dijkstra y C.A.R. Hoare
(v. Structured Programming, Academic Pres Inc., 1972), y se caracteriza por el hecho de
dividir el problema original en varios subproblemas mas pequefos, cada uno de ellos con
una mision bien determinada dentro del marco general del proyecto, que interaccionan de
manera clara y minima y de tal forma que todos ellos juntos solucionan el problema inicial; si
algunos subproblemas siguen siendo demasiado complicados, se les aplica el mismo
proceso, y asi sucesivamente hasta llegar al estado en que todos los subproblemas son lo
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bastante sencillos como para detener el proceso. El resultado es una estructura jerarquica
que refleja las descomposiciones efectuadas; cada descomposicidn es el resultado de
abstraer las caracteristicas mas relevantes del problema que se esta tratando de los detalles
irrelevantes en el nivel de razonamiento actual, los cuales adquieren importancia en
descomposiciones sucesivas. Desde el punto de vista de su gestidn, cada subproblema es
un TAD que se encapsula en lo que se denomina un mdédulo ' (ing., module); precisamente,
la mejora respecto al disefo descendente proviene de la ocultacién de la representacion de
los datos y de la limitacidon de su manipulacién al &mbito del médulo que define el tipo.

A primera vista, puede parecer costoso, e incluso absurdo, dividir una aplicacién en médulos
y escribir procedimientos y funciones para controlar el acceso a la estructura que implementa
un TAD; es decir, ¢por qué no escribir directamente la formula de la suma de complejos alli
donde se necesite, en vez de encapsular el cédigo dentro de una funcion? La respuesta es
que esta metodologia abunda en diversas propiedades interesantes:

- Abstraccion. Los usuarios de un TAD no necesitan conocer detalles de implementacion
(tanto en lo que se refiere a la representacion del tipo como a los algoritmos y a las
técnicas de codificacion de las operaciones), por lo que pueden trabajar en un grado
muy alto de abstraccion. Como resultado, la complejidad de un programa queda diluida
entre sus diversos componentes.

Correccién. Un TAD puede servir como unidad indivisible en las pruebas de programas,
de manera que en una aplicacién que conste de diversos tipos abstractos no tengan
que probarse todos a la vez, sino que es factible y recomendable probarlos por
separado e integrarlos mas adelante. Evidentemente, es mucho mas facil detectar los
errores de esta segunda manera, porque las entidades a probar son mas pequenas y
las pruebas pueden ser mas exhaustivas. Por otro lado, la adopcion de una técnica
formal de especificacion como la que se explica en el resto del capitulo posibilita la
verificacién formal de la aplicacién de manera que, eventualmente, se puede demostrar
la correccion de un programa; ésta es una mejora considerable, porque la prueba
empirica muestra la ausencia de errores en determinados contextos, pero no asegura
la correccidn absoluta. Hay que decir, no obstante, que la complejidad intrinseca de los
métodos formales, junto con el volumen de los TAD que aparecen en aplicaciones
reales, y también la inexistencia de herramientas totalmente automaticas de
verificacion, dificultan (y, hoy en dia, casi imposibilitan) la verificacién formal completa.

Eficiencia. La separacion clara entre un programa y los TAD que usa favorece la
eficiencia, ya que la implementacion de un tipo se retrasa hasta conocer las
restricciones de eficiencia sobre sus operaciones, y asi se pueden elegir los algoritmos
6ptimos®.

' En realidad, el disefio modular identifica no solo TAD (encapsulados en los llamados modulos de
datos) sino también los llamados médulos funcionales, que se pueden catalogar como algoritmos no
triviales que operan sobre diversos TAD (v. [LiG86] para mas detalles).

2 Aunque, como veremos a lo largo del texto, la inaccesibilidad de la implementacion fuera de los
modulos de definicion de los TAD comporta a menudo problemas de eficiencia.
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- Legibilidad. Por un lado, la estructuracion de la informacién en varios TAD permite
estudiar los programas como un conjunto de subprogramas con significado propio y de
mas facil comprensién, porque la especificacion de un TAD es suficiente para entender
su significado. Por lo que respecta a la implementacion, los programas que usan los
diferentes TAD resultan mas faciles de entender, dado que no manipulan directamente
estructuras de datos sino que llaman a las operaciones definidas para el tipo, que ya se
encargaran de gestionar las estructuras subyacentes de manera transparente®.

Modificabilidad y mantenimiento. Cualquier modificacidon que se tenga que efectuar
sobre un programa provocada por cambios en sus requerimientos, por ampliaciones si
se desarrollan versiones sucesivas (prototipos), o por su funcionamiento incorrecto no
requiere normalmente examinar y modificar el programa entero sino sélo algunas
partes. La identificacién de estas partes queda facilitada por la estructuracion légica en
TAD. Una vez mas, es importante destacar que los cambios en la codificacién de un
TAD no afectan a la implementaciéon de los moédulos que lo usan, siempre que el
comportamiento externo de las operaciones no cambie.

Organizacion. La visién de una aplicacion como un conjunto de TAD con significado
propio permite una dptima reparticién de tareas entre los diferentes componentes de
un equipo de trabajo, que pueden desarrollar cada TAD independientemente vy
comunicarse solo en los puntos en que necesiten interaccionar; esta comunicacion,
ademas, es sencilla, ya que consiste simplemente en saber qué operaciones ofrecen
los TAD y qué propiedades cumplen (es decir, en conocer su especificacion).

Reusabilidad. Los TAD disefiados en una especificacion pueden ser reutilizables a
veces en otros contextos con pocos cambios (lo ideal es que no haya ninguno). En
este sentido es importante, por un lado, disponer de un soporte para acceder
rapidamente a los TAD (mediante bibliotecas de mdédulos reusables) y, por otro,
escoger las operaciones adecuadas para el tipo en el momento de su definicion,
incluso anadiendo algunas operaciones sin utilidad inmediata, pero que puedan ser
usadas en otros contextos futuros.

Seguridad. La imposibilidad de manipular directamente la representacion evita el mal
uso de los objetos del tipo y, en particular, la generacién de valores incorrectos.
Idealmente los lenguajes de programacion deberian reforzar esta prohibicién limitando
el ambito de manipulacién de la representacion. A pesar de que algunos de ellos lo
hacen (Ada, Modula-2 y la familia de lenguajes orientados a objetos, incluyendo C++,
Eiffel y algunas versiones no estandares de Pascal), hay muchos que no, y es
necesario un sobreesfuerzo y autodisciplina por parte del programador para adaptar los
conceptos del disefio con TAD a las carencias del lenguaje de programacion.

® Evidentemente, sin olvidar la adopcion de técnicas clasicas para la legibilidad, como por ejemplo el
uso de disefio descendente, la insercion de comentarios y la asercion de predicados que especifiquen
la misién de las funciones, bucles, etc.
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Una vez vistos los conceptos de tipo de datos y tipo abstracto de datos, queda claro que el
primero de ellos es una limitacion respecto al segundo y por ello lo rechazamos; en el resto
del texto, cualquier referencia al término "tipo de datos" se ha de interpretar como una
abreviatura de "tipo abstracto de datos". Por otro lado, notemos que todavia no ha sido
definida la nocién de estructura de datos que da titulo al libro. A pesar de que no se puede
decir que haya una definicién estandar, de ahora en adelante consideraremos que una
estructura de datos (ing., data structure) es la representacion de un tipo abstracto de datos
que combina los constructores de tipo y los tipos predefinidos habituales en los lenguajes
de programacion imperativos (por lo que respecta a los primeros, tuplas, vectores y punteros
principalmente; en lo referente a los segundos, booleanos, enteros, reales y caracteres
normalmente). Determinadas combinaciones presentan propiedades que las hacen
interesantes para implementar ciertos TAD, y dan lugar a unas familias ya clasicas en el campo
de la programacion: estructuras lineales para implementar secuencias, tablas de dispersion
para implementar funciones y conjuntos, arboles para implementar jerarquias y multilistas
para implementar relaciones binarias. La distincion entre el modelo de un TAD y su
implementacién mediante una estructura de datos es fundamental, y se refleja a lo largo del
texto en la especificacién del TAD previa al estudio de la implementacion.

1.2 Modelo de un tipo abstracto de datos

Para describir el comportamiento de un TAD, es obvio que el lenguaje natural no es una
buena opcidén dada su falta de precisién. Se requiere, pues, una notacion formal que permita
expresar sin ningun atisbo de ambigledad las propiedades que cumplen las operaciones de
un tipo. Desde que aparecio esta necesidad se han desarrollado diversos estilos de
especificacion formal, cada uno de ellos con sus peculiaridades propias, que determinan su
contexto de uso. A lo largo del texto seguiremos la llamada especificacion algebraica
(también denominada ecuacional), que establece las propiedades del TAD mediante
ecuaciones con variables cuantificadas universalmente, de manera que las propiedades
dadas se cumplen para cualquier valor que tomen las variables.

El estudio del significado de estas especificaciones se hara dentro del ambito de unos
objetos matematicos llamados algebras (ing., algebra). El grupo ADJ fue el pionero y maximo
impulsor en la busqueda del modelo matematico de un tipo abstracto (ya desde [ADJ78],
que recoge los resultados obtenidos en la primera mitad de la década de los 70, la mayoria
de ellos publicados como reports de investigacion de los laboratorios IBM Watson Research
Center), y son incontables las aportaciones posteriores de otros autores. En el afo 1985 se
publicé el texto [EhM85], que constituye una compilacién de todos los conceptos formales
sobre el tema, y al que se ha de considerar como la referencia principal de esta seccién; en él
se formulan una serie de teoremas y propiedades de gran interés, que aqui se introducen
sin demostrar. Posteriormente, los mismos autores presentaron [EhM90], que estudia el
modelo formal de los TAD respetando su estructura interna, aspecto éste no tratado aqui.
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1.2.1 Signaturas y términos

El primer paso al especificar un TAD consiste en identificar claramente sus objetos y
operaciones. En Merli se encapsula la especificacion dentro de una estructura llamada
universo (equivalente al concepto tradicional de médulo) donde, para empezar, se escribe el
nombre del TAD en definicion tras la palabra clave "tipo" y se establecen las operaciones
detras de la palabra clave "ops"; para cada operacion se indica su nombre, el nimero y el tipo
de sus parametros y el tipo de su resultado; es lo que se llama la signatura (ing., signature) de
la operacion. Al universo se le da un nombre que se usara para referirse a él.

En la fig. 1.3 se muestra un universo para el TAD de los booleanos. Por defecto, las
operaciones de una signatura se invocaran con los parametros (si los hay) separados por
comas y encerrados entre paréntesis; para indicar una sintaxis diferente, se usa el caracter
de subrayado para determinar la ubicacion de todos los parametros (por ejemplo =_, _v_y
_~_). Por otro lado, diversos operadores con la misma signatura se pueden introducir en la
misma linea (como cierto y falso, 0 _v_y _a_).

universo BOOL es
tipo bool
ops
cierto, falso: — bool
—_: bool — bool
_V_, _A_: bool bool — bool
funiverso

Fig. 1.3: signatura de un TAD para los booleanos.

En la fig. 1.4 se ofrece un TAD para los naturales; es necesario, no obstante, introducir
también el tipo de los booleanos porque, aunque el objetivo principal es especificar el tipo
nat, hay un simbolo de operacion, ig, que involucra bool*; las operaciones sobre bool son
las estrictamente imprescindibles para especificar mas adelante los naturales. La signatura se
puede presentar graficamente encerrando en circulos los nombres de los tipos y
representando las operaciones como flechas que salen de los tipos de los parametros y van
a parar al tipo del resultado (v. fig. 1.5).

Resumiendo, en un universo se establece, para empezar, qué objetos y qué operaciones
intervienen en la definicion del TAD; es lo que se conoce como signatura de un tipo
abstracto de datos®. Al escribir la signatura, todavia no se da ninguna propiedad sobre los
simbolos de operacién; ademads, tampoco se les proporciona ningun significado, aparte de la
informacion puramente subjetiva de sus nombres (que son totalmente arbitrarios).

*En el apartado 1.3.1 estudiaremos cémo aprovechar especificaciones ya construidas.
® Es decir, la palabra "signatura" puede usarse refiriéndose a operaciones individuales o a todo un TAD.
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universo NAT es
tipo nat, bool
ops
cero: — nat
suc: nat — nat
suma: nat nat — nat
ig: nat nat — bool
cierto, falso: — bool
funiverso

Fig. 1.4: signatura de un TAD para los naturales.

sSuc

cierto

falso
cero

Fig. 1.5: representacion pictorica de la signatura de la fig. 1.4.

A continuacién, se quiere formalizar el concepto de signatura como primer paso hacia la
busqueda del modelo asociado a una especificacion. Previamente hay que introducir una
definicion auxiliar: dado un conjunto S, definimos un S-conjunto A como una familia de
conjuntos indexada por los elementos de S, A = (A,)scs; €l calificativo "indexada" significa
que cada uno de los elementos de S sirve como medio de referencia para un conjunto de A.
Definimos el S-conjunto vacio & como aquel S-conjunto que cumple Vs: seS: J¢ = J. Sobre
los S-conjuntos se definen operaciones de interseccion, unién, pertenencia e inclusion,
cuya definicion es, para dos S-conjuntos A = (Ag)scs Y B = (Bs)ses:

-AUB :(ASU BS)SES! AnB :(Asm Bs)seS
-AcB=Vs:seS: A; =B

-ve A=3s:seS:veAq

Ahora, se puede definir una signatura SIG como un par SIG = (Sg;g, OPgg) 0, para reducir
subindices, SIG =(S, OP), donde:

- S es un conjunto de géneros (ing., sort); cada género representa el conjunto de
valores que caracteriza el tipo.
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- OP es un conjunto de simbolos de operaciones (ing., operation symbol ) o, méas
exactamente, una familia de conjuntos indexada por la signatura de las operaciones, es
decir, un <S* x S>-conjunto®, OP = (OP,,_s)wcs*ses; cada uno de estos conjuntos
agrupa los simbolos de operaciones que tienen la misma signatura (exceptuando el
nombre). La longitud de w, denotada como Ilw ll, recibe el nombre de aridad (ing., arity)
de la operacion; los simbolos de aridad O se llaman simbolos de constantes (ing.,
constant symbol); su tratamiento no difiere del que se da al resto de simbolos (a pesar
de que, a veces, habra que distinguirlos al formular ciertas definiciones recursivas).

Por ejemplo, la signatura NAT = (S, OP) de la fig. 1.4 queda:

S ={nat, bool}
OP—mat = {cero} OPnat—mat = {SUC} OI:)nat nat—nat = {Suma}
OIDabool = {CiertO) falso} Ol:)nat nat—bool = {|g}

y el resto de conjuntos OP,,_ son vacios.

Mediante la aplicacion sucesiva y correcta de simbolos de operaciones de una signatura se
pueden construir términos (ing., term) sobre ella; por ejemplo, suc(suc(suc(cero))) es un
término sobre la signatura NAT. El conjunto de términos (generalmente infinito) que se
puede construir sobre una signatura SIG = (S, OP) es un S-conjunto denotado con Tgg,
Tsig = (Tsig s)sc s, definido recursivamente como:

-Ye: CGOP_>S: C ETSIG,S

-Yop:op €OP 51 sAN>0:VE: t1eTSIG,s1: .V tnETSIG,sn: op(t,, .., t)eT

Sy > SIG,s

-No hay nada mas en Tgg

Es decir, el conjunto de términos contiene todas las combinaciones posibles de aplicaciones
de operaciones, respetando aridades y tipos. Los términos que pertenecen a Tggs S€
llaman términos sobre SIG de género s. Por ejemplo, unos cuantos términos correctos para
el conjunto de términos Tyar = (Tnatnats TNATbool) SON cero, suc(cero) y también
suma(suc(cero), sumafcero, cero)), que estan dentro de Tyarnat ¥ falso e ig(suc(cero), cero),
que estan dentro de Tyarpooi; €N cambio, no son términos las expresiones suc(cierto) y
suc(cero, cero), porque violan las reglas de formacién dadas. La estructura de los términos
queda muy clara con una representacion grafica como la fig. 1.6.

La definicion de término no considera la existencia de operaciones de invocacion no
funcional, como -_ o _v_. Este hecho es irrelevante al ser la diferencia puramente
sintactica; si se quieren incorporar, €s necesario incluir un mecanismo de parentizacion en la
definicién.

® S* representa el monoide libre sobre S, es decir, secuencias de elementos de S (v. seccién 1.5 para
una introduccion y el capitulo 3 para mas detalles). Por su parte, <S x T> representa el producto
cartesiano de los conjuntos S y T.
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suma
suc suma
I 7\
cero cero cero

Fig. 1.6: representacién grafica del término suma(suc(cero), suma(cero, cero)).

El siguiente paso consiste en incorporar variables (ing., variable) en los términos. Las
variables son simbolos de aridad 0 (como las constantes) que pueden tomar cualquier valor y,
por ello, permiten expresar propiedades universales que han de cumplir todos los elementos
de un tipo. Dada la signatura SIG = (S, OP), el S-conjunto V sera un conjunto de variables
sobre SIG, si no hay variables repetidas ni ninguna variable con el mismo nombre que una
constante; entonces, el S-conjunto Tgg(V) de todos los términos sobre SIG con variables
de V, Tgig(V) =(Tsig s(V))scs se define como:

-Ve:ceOP_s:ceTggs(V)
-VviveVgveTggs(V)
- VOp: op GOPS1...Sn _)S/\n > 0:
Vi teTges, (V) Vit eTg g o (V)0P(ty, -t )eTg g (V)
-No hay nada mas en Tg (V)

Denotaremos con Varsgg todos los posibles conjuntos de variables sobre SIG. Por ejemplo,
dado V e Varsyr tal que Vi ={X, ¥} ¥ Voo = {2}, algunos términos validos son cero, suc(x) y
suma(suc(cero), x), que estan dentro de Tyarnat(V), y también ig(y, X), que esta dentro de
Tnarbool (V); €n cambio, las expresiones suc(z) e ig(x, z) no son términos.

1.2.2 Modelos asociados a una signatura

Hasta ahora, los TAD han sido tratados a nivel sintactico. El siguiente objetivo consiste en
traducir los simbolos de un universo a los objetos que se quiere modelizar; asi, si se quiere
que la signatura NAT = (S, OP), S ={nat, bool}, OP = {cero, suc, suma, ig, cierto, falso}, tenga
el significado esperado dados los nombres de los géneros y de las operaciones, hay que
asociar los naturales N anat, el algebra de Boole B de valores C y F (cierto y falso) a bool,
el valor 0 de los naturales a cero, la operacién de sumar el uno a un natural a suc, la operacion
+ de sumar naturales a suma, la igualdad = de los naturales a ig, el valor C acierto y el valor F
afalso. Para establecer claramente esta correspondencia pueden estructurarse los naturales
y los booleanos y asociar uno a uno los simbolos de la signatura:
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NAT = (Syar» OPar)s
Syar = {naty,; , booly,r 1, donde naty,; =N, booly,; =B 7
OPyar ={ceroyar, SUCyat, SUMaAY T, iQyar » Ci€rtOya7 , falsoy,}, donde

ceroyar =0, sucyap =+1, igyar ==, SUMa,; =+, ciertoy,; = C, falsoy,; = F

Esta estructura se llama &lgebra respecto de la signatura SIG o, para abreviar, SIG-algebra
(ing., SlG-algebra), y se caracteriza porque da una interpretacién de cada uno de los
simbolos de la signatura; en el ejemplo anterior, NAT es una NAT-algebra y el subindice

nar Se puede leer como "interpretacion dentro del modelo NAT .

Mas formalmente, dada una signatura SIG = (S, OP), una SIG-algebra A esun par ordenado,
A =(S,, OP,), siendo S, un S-conjunto y OP,un <S* x S>-conjunto, definida como:

-Vs:seS:s,eS,;s,50n los conjuntos de base (ing., carrier set) de A.
-Vc:ceOP__:c,:—s,e0P,; ¢, son las constantes de A.

-Yop:op eOPS1_ <ANn>0:0p, S1Ax...x S, s,€OP,; op, son las operaciones de A.

.S
Asi pues, un algebra es un conjunto de valores sobre el que se aplican operaciones; esta
definicion es idéntica a la de TAD y por este motivo normalmente se estudian los TAD dentro
del marco de las algebras heterogéneas, es decir, algebras que implican varios géneros.

Otras veces, las asociaciones a efectuar con los simbolos de la signatura no son tan obvias.
Por ejemplo, consideremos la signatura de la fig. 1.7; supongamos que los simbolos nat,
bool, cero, suc, ig, cierto y falso tienen el significado esperado dado su nombre, y
planteémonos qué significa el género x y qué significan las operaciones crea, convierte,
fusiona y esta?. Una primera solucion consiste en pensar que x representa los conjuntos
de naturales y que las operaciones significan:

crea =, el conjunto vacio.

convierte(m) = {m}, el conjunto que sélo contiene el elemento m.
fusiona = U, la union de conjuntos.

esta? = €, la operacién de pertenencia de un elemento a un conjunto.

Todo encaja. Ahora bien, es igualmente licito conjeturar que x es el monoide libre sobre los
naturales (secuencias de naturales, v. seccién 1.5) y que las operaciones significan:

crea = A, la secuencia vacia

convierte(m) = m, la secuencia que sélo contiene el elemento m.
fusiona(r, s) = r.s, la concatenacién de dos secuencias.

esta? = €, la operacion de pertenencia de un elemento a una secuencia.

" Alo largo de este texto, el simbolo = se usa con el significado "se define como".
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universo Xes
tipo x, nat, bool
ops
crea: - X
convierte: nat — x
fusiona: x x — x
esta?: nat x — bool
cero, suc, ig, cierto y falso: v. fig. 1.4
funiverso

Fig. 1.7: una signatura misteriosa.

Incluso se puede interpretar alguna operacién de manera atipica respecto a su nombre; en el
primer modelo dado es valido asociar la diferencia entre conjuntos a fusiona, porque también
se respeta la signatura de la operacion.

Con la informacion disponible hasta el momento no se puede decidir cual es el modelo
asociado a la signatura, pues aun no se han especificado las propiedades de sus simbolos;
es decir, existen infinitas SIG-algebras asociadas a una signatura SIG, todas ellas igualmente
vélidas, que pueden variar en los conjuntos de base o, a conjuntos de base idénticos, en la
interpretacion de los simbolos de las operaciones; el conjunto de todas las SIG-algebras se
denota mediante Alggg. Desde este punto de vista, se puede contemplar una signatura
como una plantilla que define la forma que deben tener todos sus posibles modelos.

Mas adelante se dan ciertos criterios para elegir un modelo como significado de una
especificacion; a tal efecto, se presenta a continuacion una SIG-algebra particular, facil de
construir: la SIG-algebra resultante de considerar como algebra el conjunto de términos. Sea
SIG = (S, OP) una signatura y V € Varsgg, el algebra de términos (ing., term-algebra) sobre
SIG y V, denotada por Tgg(V), es el dlgebra Tgg(V) = (St, OPy)?, siendo el S-conjunto Sq,
St=(ST)scs, l0s conjuntos de base y el <S* x S>-conjunto OPr, OP1=((0p1)w_s)wes* scs, 1as
operaciones, definidos como:

-Vs:seS:steSy, definido como: st=Tgg (V)
-Vop:op eOPS1___Sn ] o TSIG,S1(V)X"'X T

op4(t,, ...t )=op(,, ..., t).

(V) = Tg,q.(V)e OP_, definida como:

SIG,sp, SIG,s

Resumiendo, los conjuntos de base son todos los términos que se pueden construir a partir
de los simbolos de operaciones y de las variables, y las operaciones son las reglas de
formacién de términos considerando la signatura concreta. De manera analoga, se puede
definir el algebra de términos sin variables. Como ejemplo, en la fig. 1.8 se construye Tyar-

® Para mayor claridad, se omiten algunos subindices.
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St=(naty, booly)
natr= Tyarnat = {cero}u {suc(x)/ x € Tyarnat} v {suma(x, y)/ X,y € Tyarnat}
boolr= Tyarbool = {Cierto} u {falso} U {ig(x, y) / X,y € Tnarnat}
OP+: cerot: — Tnarnat ; CEror=cero
suct: Tnatnat = TnATnat s SUCT(X) = suc(x)
sumar: Tnatnat X TnATnat = TNATnat; SUmar(x, y) = suma(x, y)
ig7: TnaTnat X TnaTnat = TNATbool 5 IGT(X, Y) = i9(X, ¥)

ciertor, falsot: — Tnarboor ; Ciertor = cierto, falsor = falso

Fig. 1.8: algebra de términos Tyar = (S1, OP7) para la signatura NAT.

1.2.3 Evaluacion de un término dentro de un algebra

Una vez determinada la interpretacion de cada simbolo de una signatura SIG dentro de una
SIG-algebra A, es inmediato definir un mecanismo para calcular el valor representado por un
término de Tgig en A Previamente, es necesario introducir el concepto de homomorfismo
entre algebras.

Dados dos S-conjuntos A y B, definimos una S-aplicacién f: A — B como una familia de
aplicaciones indexada por los elementos de S, f = (fs: Ag > Bg)ses. Clasificamos f como
inyectiva, exhaustiva o biyectiva, si y solo si todas las fslo son a la vez. Entonces, dadas la
signatura SIG = (S, OP) y dos SIG-algebras A1 y Az, un (S-)homomorfismo (ing.,
homomorphism) de A, aA, es una S-aplicacion f: A; — A, que cumple:

-Ve:ceOP_: fs(cA1)= Ca,

-Vop:op GOPS1...SnﬁS An>0:Vtites ..Vt tes:

fs(opA1(t1, )= opAZ(fs1(t1), fsn(tn))

Si el homomorfismo es biyectivo se llama isomorfismo; si entre dos algebras A1 y A2 se
puede establecer un isomorfismo®, entonces decimos que A1 y A2 son isomorfas (ing.,
isomorphic) y lo denotamos por A; = A,. Remarquemos que si A; = A,y A, = A,,
entonces A= As.

Por ejemplo, sean la signatura NAT y el dlgebra NAT presentadas en el apartado anterior, y
sea la NAT-algebra NAT2= (Syar, OPyar,) de los naturales mddulo 2 definida como:

Syar = (Natyar,, DOO A 1,); Naty,r, = {0, 1}, booly,r,= B

° Notemos que en los isomorfismos es indiferente el sentido de la funcién: si existe un isomorfismo de
Aa A' existe también un isomorfismo de A'a A.
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OPyar, = {C@rOAz, SUCNAT: SUMANAT:, IGNaTy: CEMONAT,, faISONAT}
ceroya, =0
SUCyT,(0) = 1, sucyap(1) =0
sumayap,(0, 0) = sumay\r,(1, 1) = 0, sumay,p,(1, 0) = sumay,1,(0, 1) =1

1Onar2 ==
ciertoyar, = C, falsoy,, = F

Entonces, la aplicacion f: NAT — NAT?2, definida por f(n) =0, sin es par,yf(n)=1,sin es
impar, es un homomorfismo, dado que, por ejemplo:

f(ceroy,r) =f(0) = 0 = ceroyar,

f(sucyar(2n)) =f(2n+1) = 1 = sucyr,(0) = sucyar,(f(2n))

f(sucyar(2n+1)) = f(2(n+1)) = 0 = suCya7,(1) = SuC A (f(2n+1))

y asi para el resto de operaciones.

Una vez introducido el concepto de homomorfismo, puede definirse la evaluacién de un
término sobre su signatura: dados una signatura SIG = (S, OP), una SIG-algebra A y un
conjunto de variables V sobre SIG, definimos:

- La funcién de evaluacién de términos sin variables dentro de A, eval,: Tgg — A,
que es Unica dada una interpretacion de los simbolos de la signatura dentro del
algebra, como un S-homomorfismo:

QVe:ceTgg:evaly(c)=c,
OVop(ty,..., th): op(ty,..., th) e Tgig : evaly(op(ty,...,tn)) = opa(evaly(ty),..., eval,(t,))
eval, da la interpretacién de los términos sin variables dentro de una dlgebra A.
- Una funcién de asignacién de V dentro de A, asya:V— A, como una S-aplicacion.
asy A da la interpretacion de un conjunto de variables dentro del algebra A.
- La funcién de evaluacién de términos con variables de V dentro del algebra A,
evaIaSV’A: TSIG(V) — A, como un homomorfismo:
OVv:veV: evaIaSV‘A(v) = asV!A(v)
Ove:ceTg (V) evaIaSV,A
0vop(t,,..., t):op(t,,.... t )eTgo(V):

evaIaSV’A(op(tv..., t)= opA(evaIaSV‘A(y),..., evaIaSV‘A(tn))

(c)=eval,(c)

Esta funcion es unica, dada una interpretacion eval, de los simbolos de la signatura
dentro del algebra y dada una asignacion asy a de variables de V dentro del algebra.
Para simplificar subindices, abreviaremos evaIaSV’ A por evaIV’ A
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Por ejemplo, dadas la signatura NAT y la NAT-algebra NAT introducidas anteriormente, la
funcién de evaluacion correspondiente es evaly,; : Tyar = N AT definida como:

evaly,r(ceror) = 0, evaly \7 (sucr(x)) = evaly 47 (X)+1
evaly,r(sumar(x, y)) = evaly a7 (X) + evaly,7 (Y)

evaly,7(igr(x, y)) = (evaly,r (X) = evaly 1 (V)
eval,; (ciertor) = C, evaly,. (falsor) = F

Ahora se puede evaluar dentro del algebra NAT el término suc(suma(cero, suc(cero)))
construido a partir de la signatura NAT:

evaly,r(suc(suma(cero, suc(cero)))) =
evaly 7 (suma(cero, suc(cero))) + 1 =
(evalyr(cero) + evaly,r(suc(cero))) + 1=
(0 + (evaly,r(cero) + 1)) +1=(0+ 0+ 1)) +1=2

Dado el conjunto de variables (de género nat) V ={x, y}, definimos una funcién de asignacién
dentro de NAT como asynar(X) = 3y asynar(y) = 4. Dada esta funcién y la funcién de
evaluacion evaly,;, la evaluacion evaly yar dentro de NAT de suc(suma(x, suc(y))) queda:

evaly nat(suc(suma(x, suc(y)))) = evaly yat(suma(x, suc(y))) + 1 =

(evaly nat(X) + evaly yar(suc(y))) + 1=
B+ (evalynar()+1)+1=B+(@+1)+1=9

1.2.4 Ecuaciones y especificaciones algebraicas

Dados los géneros y los simbolos de operacién que forman la signatura de un tipo, es
necesario introducir a continuacion las propiedades que cumplen, de manera que se pueda
determinar posteriormente el significado del TAD; para ello, se afiaden a la signatura unas
ecuaciones o axiomas (ing., equation o axiom), que forman la llamada especificacién
algebraica o ecuacional del TAD (ing., algebraic o equational specification).

Actualmente, la utilidad de las especificaciones formales es indiscutible dentro de los
métodos modernos de desarrollo de software. Una especificacion, ya sea ecuacional o de
otra indole, no sélo proporciona un significado preciso a un tipo de datos asocidndole un
modelo matematico a partir de su descripcidon formal, sino que, como ya se ha dicho en la
primera seccién, responde a cualquier cuestion sobre el comportamiento observable del tipo
sin necesidad de consultar el cédigo, y por ello clarifica la misiéon de un tipo dentro de una
aplicacion. Ademas, las especificaciones ecuacionales pueden usarse como un primer
prototipo de la aplicacion siempre que cumplan determinadas condiciones (v. seccion 1.7).

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



Especificacion de tipos abstractos de datos 35

Una especificacion algebraica SPEC = (SIGgpec, Espec) se compone de:

- Una signatura SIGgpgc = (S, OP).

- Un conjunto Egpgc de ecuaciones que expresan relaciones entre los simbolos de la
signatura. Cada ecuacion tiene la forma sintactica t = t', siendo t y t' términos con
variables sobre SIGgpgc; se dice que t es la parte izquierda de la ecuaciéon y t' la parte
derecha (ing., left-hand side y right-hand side, respectivamente); definimos Vars;_;:
como la unidn de las variables de los dos términos. La ecuacidon t = t' representa la
formula universal de primer orden Vx;VxX,...VX,: t =t siendo {X4, X, ..., Xp} = Vars;_y' .

Para simplificar subindices, de ahora en adelante abreviaremos SIG gpec por SIG y Egpec por
E. Asimismo, denotaremos SPEC = (SIG, E) por SPEC = (S, OP, E) cuando sea preferible.

Las ecuaciones se incluyen en los universos de Merli precedidas por la palabra clave "ecns"
y, opcionalmente, por la declaracion de sus variables; cuando sea necesario, a estos
universos los llamaremos universos de especificacion o también universos de definicion para
distinguirlos de otras clases de universos. Las ecuaciones se escriben en lineas diferentes
0, de lo contrario, se separan con el caracter ';'.

universo BOOL es
tipo bool
ops cierto, falso: — bool
-_: bool — bool
_V_, _A_: bool bool — bool
ecns Vbebool
- cierto = falso; — falso = cierto
b v cierto = cierto; b v falso = b
b A cierto = b; b A falso = falso
funiverso

Fig. 1.9: especificacion algebraica para el TAD de los booleanos.

Las ecuaciones definen el comportamiento de las operaciones de la signatura;
consideraremos que una operacidon esta definida si las ecuaciones determinan su
comportamiento respecto a todas las combinaciones posibles de valores (de los géneros
correctos) que pueden tomar sus parametros. Por ejemplo, por lo que se refiere a la suma en
la especificacion de los naturales de la fig. 1.10, se escribe su comportamiento respecto a
cualquier par de naturales con dos ecuaciones: 1 trata el caso de que el segundo operando
sea el natural cero y 2 que sea un natural positivo; por lo que respecta a la especificacion de
la igualdad, se estudian los cuatro casos resultantes de considerar todas las posibles
combinaciones de dos naturales, que pueden ser o bien cero o bien positivos. En la seccion
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siguiente se da un método de escritura de especificaciones basado en esta idea intuitiva.

universo NAT es
tipo nat, bool
ops cero: — nat
suc: nat — nat
suma: nat nat — nat
ig: nat nat — bool
cierto, falso: — bool
ecns vVn,menat
1) suma(n, cero) = n
2) suma(n, suc(m)) = suc(suma(n, m))
3) ig(cero, cero) = cierto
4) ig(cero, suc(m)) = falso
5) ig(suc(n), cero) = falso
6) ig(suc(n), suc(m)) =ig(n, m)
funiverso

Fig. 1.10: especificacion algebraica para el TAD de los naturales.

También es posible demostrar formalmente que la suma esta correctamente definida de la
siguiente forma. Dado que todo natural n puede representarse mediante la aplicacion n
veces de suc sobre cero, abreviadamente suc”(cero), basta con demostrar el enunciado:
cualquier término de tipo nat que contenga un ndmero arbitrario de sumas puede reducirse
a un Unico término de la forma suc"(cero), interpretando las operaciones dentro del modelo
de los naturales. Previamente, introducimos un lema auxiliar.

Lema. Todo término t de la forma t = sucX(cero) + sucY(cero) es equivalente (por las
ecuaciones del tipo) a otro de la forma suc**Y(cero).

Demostracion. Por induccién sobre y.
y = 0. El término queda t = sucX(cero) + cero, que es igual a sucX(cero) aplicando 1.
y = k. Hipdtesis de induccion: t = sucX(cero) + suck(cero) se transforma en sucX*K(cero).

y =k+1. Debe demostrarse que t= sucX(cero) + suck+1(cero) cumple el lema. t también
puede escribirse como t = sucX(cero) + suc(suck(cero)), y aplicando 2 se transforma en
t = suc(suc*(cero) + suck(cero)), que es igual a suc(suc**K(cero)) aplicando la hipétesis
de induccion, con lo que t ha podido transformarse finalmente en el término
sucX+tk+1(cero), que cumple el enunciado del lema.
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Teorema. Todo término de tipo nat que contenga r operaciones de suma y s operaciones
suc es equivalente por las ecuaciones a otro término de la forma sucS(cero).

Demostracion. Por induccién sobre r.
r= 0. El término es de la forma sucS(cero) y cumple el enunciado.

r = k. Hipdtesis de induccion: el término t de tipo nat con k operaciones de sumay s
operaciones suc se transforma en sucs(cero).

r=k+1. Sea a =sucX(cero) + sucY(cero) un subtérmino de t que no contiene ninguna
suma (siempre existira al menos uno pues r=k + 1 > 0). Aplicando el lema sobre o se
obtiene otro término = sucX*¥(cero) que elimina la (Unica) suma y conserva el nimero
de apariciones de suc, y sustituyendo o por B dentro de t, resulta en un término con k
operaciones de suma y s operaciones suc, siendo posible aplicar la hipétesis de
induccion y asi obtener el término sucS(cero).

En el apartado siguiente se estudia con mayor detalle el significado de esta demostracion.
Béasicamente, se enuncia una biyeccién entre los términos de la forma such(cero) y los
naturales, definida por such(cero) <> n, y a continuacion se generaliza la biyeccion a
isomorfismo considerando no el conjunto de términos sino el algebra de términos. En el caso
general, sera necesario una manipulacion adicional que dara lugar a la denominada algebra
cociente de términos que también se define mas adelante.

Por ultimo, se introduce la nocién de satisfaccién de una ecuacion. Sea e la ecuacion ty =15,
siendo t; y t, términos con variables sobre una signatura SIG, y sea V = Vars,; decimos que
e es valida dentro de una SIG-algebra A (también se dice que A satisface €) si, para toda
funcién asya: V — A de asignacion, se cumple evaly a(ty) =, evaly a(t2), siendo =, la igualdad
dentro del algebra A y eval , la funcion de evaluacion correspondiente. Por extension, una
SIG-algebra A satisface una especificacion SPEC = (SIG, E) (también se dice que A es una
SPEC-algebra) si A satisface todas las ecuaciones de E; el conjunto de &lgebras que
satisfacen una especificacion SPEC se denota mediante Alggpgc.

1.2.5 Modelo inicial de una especificacion

Dada una especificacion ecuacional es imprescindible determinar con exactitud cual o cudles
son los modelos por ella representados; dado el universo NAT de la fig. 1.10, esta claro que
el dlgebra NAT cumple sus ecuaciones (con la interpretacion evaly,; de los simbolos de la
signatura), pero hay mas modelos posibles: los enteros, o las matrices de naturales de dos
dimensiones, donde se interpreta la operacién suc como sumar el uno a todos sus
elementos. Asi, hay que establecer ciertos criterios que determinen claramente cual o cudles
de estas algebras son el modelo asociado a una especificacién, y lo haremos con un
ejemplo: investiguemos cual de las algebras siguientes:
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M, = (N , 0, +1, +), naturales con cero, incremento en uno y suma.

M, = (Z, 0, +1, +), enteros con cero, incremento en uno y suma.

M; = (|\/|2X2(N ), (0, 0; 0, 0), (+1, +1; +1, +1), +), matrices 2x2 de naturales con matriz
cero, incremento en uno de todos los componentes y suma de matrices.

M, = (N , 0, +1, .), naturales con cero, incremento en uno y producto.

Ms = (N , 0, +1, +, -), naturales con cero, incremento en uno, suma y resta.

Mg = (N , 0, +1, mod 2), naturales con cero, incremento en uno, suma y resto de la
division por 2.

M,=(N,Z, 0, +1, | ) naturales y enteros con cero, incremento en uno y valor absoluto.

Mg = ({*}, f, g, h), modelo con un uUnico elemento en su conjunto base, con las
operaciones definidas por f=*, g(*) =*y h(*,*) = *.

es el modelo de la especificacion Y = (SY, EY):

universo Y es
tipoy
opscero: >y
suc:y -y
op:yy—y
ecns Vn,mey
1) op(n, cero) = n; 2) op(n, suc(m)) = suc(op(n, m))
funiverso

Dado que buscamos el modelo asociado a una especificacion, es imprescindible que este
modelo presente unos conjuntos de base y unas operaciones que respondan a la plantilla
determinada por la signatura. Asi, se puede hacer una primera criba de las algebras
introducidas, porque hay algunas que no son SY-algebras: Ms tiene cuatro simbolos de
operacion (tendriamos que olvidar la suma o la resta para obtener una SY-algebra), Mg tiene
tres, pero las aridades no coinciden (no hay ninguna operacion que se pueda asociar a op), y
M, define dos géneros (tendriamos que olvidar uno para obtener una SY-algebra). El resto
de algebras son SY-algebras y la interpretacion de los simbolos de la signatura es inmediata
en cada caso, como también la funcién de evaluacién resultante (v. fig. 1.11).

Por lo que concierne a la satisfaccion de las ecuaciones en las SY-algebras, es facil ver que
My, My, M3 y Mg son Y-algebras, pero que M, no lo es, porque no cumple la propiedad
m.0 = 0. Por ello, puede descartarse M, como posible modelo, dado que ni siquiera cumple
las ecuaciones; quedan pues cuatro candidatos. Para determinar cual o cuéles son los
buenos, construiremos una nueva SY-algebra a partir del algebra de términos, incorporando
la informacién que proporcionan las ecuaciones, y estudiaremos la isomorfia entre ella y las
algebras. Concretamente, consideramos que dos términos son equivalentes si y sélo si se
deduce su igualdad sintactica manipulandolos con las ecuaciones de la especificacién; el
resultado es la llamada algebra cociente de términos, que se introduce a continuacion.
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My=(N, 0, +1,+)

eval;: Tgy =M,
(exhaustiva)

Mo=(Z, 0, +1, +)
eval,: Toy > M,

(no exhaustiva)

M3= (szz(N),
(O 0) (+1 +1
00/ \+1 +1) %)
eval,: Toy > M,
(no exhaustiva)

M,=(N,0,+1,.)

eval,: T, _—>M4
(exhaustiva)

M8= ({*}7 f! 97 h)

evalg: Tgy - Mg
(exhaustiva)

Fig. 1.11: algunas SY-algebras y las funciones de evaluacion de Tgy dentro de ellas.

Dada la especificacion SPEC =(SIG, E), siendo SIG = (S, OP), se define la congruencia =g
inducida por las ecuaciones de E como la menor relacion que cumple:

-=g es una relacién de equivalencia.

- Estan dentro de una misma clase de equivalencia todos aquellos términos que puede

demostrarse por las ecuaciones que son iguales:

Ve=t =t,:eek: VaSVarse,Ts@: Vars, — Tg,5: evaIVarse,T3|G(t1) = evaIVarse,T3|G(t2)'
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- Cualquier operacion aplicada sobre diversas parejas de términos congruentes da como
resultado dos términos igualmente congruentes:

Yop:op eOPS1 LV teT LVt eT

SIG,s1° SIG,s;"
t1 = tl1 A .. /\tn =g tln = Op(t1, . tn)EE Op(tl1, . tln).

.S

Entonces se define el algebra cociente de términos (ing., quotient-term algebra), denotada
por Tspec, como el resultado de particionar Tg g usando =g, Tspec = Tgig/ =g; concretamente,
Tspec =(Sq, OPg), siendo Sq un S-conjunto y OPqun <S* x S>-conjunto, definidos:

-Vs:seS:8qeSq, siendo sq={[t]/teTggs}, siendo [t]={t eTgg/t' =t}
-Vc:ceOP _ s:cqe OPq, dondecq=([c]

-Vop:op eOPS1_ s 0Py’ s1Qx...xan—>sQeOPQ, donde opQ([t1], - L) =[op(t,, ...\ t)]

..Sp —
Los elementos de los conjuntos de base de este algebra son las clases de equivalencia
resultado de particionar Tgpgc usando =g, compuestas por términos sin variables cuya
igualdad es deducible por las ecuaciones. En la fig. 1.12 se muestra el algebra cociente de
términos Ty para la especificacion Y; las correspondencias (1), (2) y (3) se calculan:

(1) op(cero, cero) = cero, aplicando la ecuacion 1 con n = cero.

(2) op(suc(cero), cero) = suc(cero), aplicando la ecuacion 1 con n = suc(cero).

(3) op(cero, suc(cero)) = suc(op(cero, cero)) = suc(cero), aplicando la ecuacion 2
con m =n = cero y después la ecuacién 1 con n = cero.

La importancia del algebra cociente de términos radica en que, si consideramos cada una de
las clases componentes como un objeto del TAD que se quiere especificar, entonces T gpgc
es el modelo. Para ser mas concretos, definimos como modelo del tipo cualquier algebra
isomorfa a Tgpec; en el ejemplo, My es isomorfa a Ty, mientras que M,, My y Mg no lo son
(como queda claro en la fig. 1.12), y por ello se puede decir que el modelo del TAD son los
naturales con operaciones cero, incremento en uno y suma. La isomorfia establece la
insensibilidad a los cambios de nombre de los simbolos de la signatura: es o mismo escribir
[cero] que O, [suc(cero)] que 1, etc., siempre que las propiedades que cumplan los
simbolos sean las mismas.

El algebra cociente de términos asociada a la especificacion SPEC cumple ciertas
propiedades:

-Tspec €s generada: todos sus valores son generados por las operaciones del tipo (no
contiene datos inalcanzables desde las operaciones).

- Tgpec €s tipica: dos términos estan dentro de la misma clase si y sélo si por las
ecuaciones se demuestra su igualdad (se dice que Tgpgc no confunde los términos).

- Tspec €s inicial dentro de la clase de SPEC-algebras: para toda SPEC-algebra A, se
puede encontrar un tnico homomorfismo de Tgpec en A (v. fig. 1.13).
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cero 3)
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cero suc
C(!,ro - [suc(suc(cero))] ‘
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smljc —
ce!ro
- / - /
TSY TY

Fig. 1.12: el algebra cociente de términos Ty para la especificacion .

- Las diversas algebras isomorfas al dlgebra de términos también pueden tomarse como
modelos; por eso se dice que el modelo no es un algebra concreta, sino una clase de
isomorfia (la clase de todas las algebras isomorfas a Tgpgc, V. fig. 1.13). En concreto,
toda SPEC-élgebra generada y tipica es isomorfa a Tgpgc.

- Los elementos de Tgpgc estan caracterizados por un término llamado representante
canonico de la clase; ademas, se pueden escoger los representantes candnicos de
manera que, considerados como términos, todos estén formados por combinaciones
de un subconjunto de operaciones de la signatura (v. seccidn siguiente).
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Clase de todas
las algebras

Modelo inicial
del TAD

Clase de todas
las Y-algebras

Clase de todas
las SY-algebras

homomorfismo

isomorfismo

Fig. 1.13: clasificacion de todas las algebras existentes respecto a la especificacion Y.

En la fig. 1.14 se muestra el algebra cociente de términos Tgntero asociada a la
especificacion ENTERO. Se podria demostrar que Tentero €S isomorfa a los enteros
(Z, 0, +1, -1, +) tomando enteroq~ Z, [sucn(cero)] = n, [predn(cero)] = -n, [cero] = 0y la
asociacion intuitiva de los simbolos de operacion con las operaciones de (Z, 0, +1, -1, +).

universo ENTERO es Tentero = ((enterog), {ceroq, sucq, predq, sumag})
tipo entero enteroq= {[sucn(cero)]/n>1} U {[cero]} U
ops cero: — entero {[predn(cero)]/n>1}
suc, pred: entero — entero cerog= [cero]
suma: entero entero — entero sucg([sucn(cero)]) = [sucn+1(cero)],n >0
ecns Vn,me entero sucq([predn(cero)]) = [predn-1(cero)], n > 1
suc(pred(m)) = m predq([sucn(cero)]) = [such-1(cero)], n> 1
pred(suc(m)) = m predg([predn(cero)]) = [pred n+1(cero)], n > 0
sumag(n, cero) = n sumag([sucn(cero)], [sucm(cero)]) =
sumay(n, suc(m)) = suc(suma(n, m)) = [suc+m(cero)l,n,m =0
suma(n, pred(m)) = pred(suma(n, m)) sumag([sucn(cero)], [predm(cero)]) =
funiverso =[sucnm(cero)l,n>m > 1...etc.

Fig. 1.14: un algebra cociente de términos para los enteros.
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1.2.6 Otros modelos posibles

En el apartado anterior se ha asociado como modelo (semantica) de un TAD la clase isomorfa
al algebra cociente de términos; es lo que se conoce como semantica inicial (ing., initial
semantics) de un TAD (llamada asi porque hay un homomorfismo unico de Tgpgc a todas las
demas dalgebras de Algspec), que se caracteriza porque todos los valores son alcanzables a
partir de las operaciones y porque dos términos son iguales, si y solo si puede deducirse de
las ecuaciones. En el resto de este libro se interpretara la especificacion de un TAD con este
significado; no obstante, conviene saber que el enfoque inicial no es el Unico y en este
apartado introduciremos muy brevemente otros existentes.

Una critica que recibe frecuentemente el modelo inicial es su bajo grado de abstraccién. Por
ejemplo, consideremos la especificacion de la fig. 1.15, de la que se pretende que
represente los conjuntos de naturales y dos términos sobre su signatura,
ty= anade(anade(Q, cero), cero) y t, = anade(d, cero).

universo CJT_NATS es
tipo cjt, nat, bool
ops J: —cjt
anade: cjt nat — cjt
_€_:natcjt — bool
cero: — nat
suc: nat — nat
ig: nat nat — bool
cierto, falso: — bool
_v_: bool bool — bool
ecns ... { especificaciéon de v e ig}
ne @ = falso
n,e anade(s, n{) =ig(ny, Ny) v Nses
funiverso

Fig. 1.15: juna especificacidn para los conjuntos?

Segun el enfoque inicial, t; y t, denotan valores diferentes porque no puede deducirse por
las ecuaciones que sean iguales; ahora bien, ambos términos se comportan exactamente
igual, porque todo natural que pertenece al conjunto representado por t; también pertenece
al conjunto representado por t,. Podriamos interpretar, pues, que t; yt, son el mismo valor si
rechazamos el principio de tipicidad del modelo y afirmamos que dos términos son iguales,
salvo que se pueda deducir por las ecuaciones que son diferentes. Esta es la semantica
final (ing., final semantics) de un TAD (llamada asi porque hay un homomorfismo unico desde
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todas las demas algebras de Algspec hacia el modelo), que es igualmente una clase de
isomorfia y que también es generada, como la semantica inicial.

Notemos que la semantica inicial de la especificacion de la fig. 1.15 es N * (las secuencias de
naturales) y la semantica final es P(N) (los conjuntos de naturales). Para conseguir que
P(N ) sea el modelo inicial, hay que afadir las ecuaciones:

anade(ahade(s, ny), ny) = ahade(afiade(s, ny), n4)
anade(anade(s, n), n) = anade(s, n)

Es decir, la semantica inicial, a veces, obliga a sobreespecificar los universos introduciendo
ecuaciones que no son importantes para el uso del universo dentro de un programa.

Para considerar la igualdad dentro de la semantica final (es decir, la congruencia inducida por
las ecuaciones), se hacen experimentos sobre unos géneros especiales llamados géneros
observables; a tal efecto, se cambia la definicion de una especificacion SPEC y se define
SPEC = (V, S, OP, E), siendo V (subconjunto de S) los géneros observables; por eso, a los
términos que son de un género V-S se los denomina términos no observables.
Intuitivamente, dos términos de un género no observable son iguales si, al aplicarles
cualquier operacion que devuelva un valor observable, el resultado es el mismo. En el
ejemplo de los conjuntos, si definimos bool y nat como los géneros observables, la Unica
operacioén sobre términos no observables que da resultado observable es la de pertenencia,
por lo que dos términos no observables t; y t, son iguales dentro de la semantica final si
Vn:nenat:nety=net,.

Una tercera opcion es la semantica de comportamiento (ing., behavioural semantics), que
tiene un principio de funcionamento parecido a la semantica final obviando la restriccion de
isomorfia de la clase de modelos. Por ejemplo, en el caso de la especificacion CJT_NAT, se
toman como modelo N * y P(N ) a la vez y, ademas, todas las algebras con el mismo
comportamiento observable, como los conjuntos con repeticiones y las secuencias sin
repeticiones. Todos estos modelos forman parte del dlgebra de comportamiento por
CJT_NAT, a pesar de que sus conjuntos base no son isomorfos entre si.

Finalmente, también se puede considerar toda la clase Algspec como la clase de modelos; es
la lamada semantica laxa (ing., loose semantics). En este caso, el modelo se toma como
punto de partida y se va restringiendo poco a poco (hay diversos tipos de restricciones) hasta
llegar a un modelo ya aceptable como resultado. La ventaja sobre otros tipos de semanticas
es que se adapta mejor al concepto de desarrollo de aplicaciones. Por ejemplo, supongamos
que la especificacion de los conjuntos se afade una operacién para elegir un elemento
cualquiera del conjunto, elige: cjt — nat; si no importa cual es el elemento concreto elegido,
se puede ahadir la ecuacion elige(s)es = cierto, que no impone ninguna estrategia; en algun
momento, no obstante, debe restringirse el modelo afadiendo las ecuaciones necesarias
para obtener un tipo de comportamiento conocido, por ejemplo, elige?(s) = minimo(s).
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1.3 Construccion sistematica de especificaciones

En la seccién anterior hemos estudiado las caracteristicas de una especificacién dada y
hemos encontrado su modelo a posteriori. Ahora bien, en el proceso de desarrollo de
software la situacion acostumbra a ser la contraria: a partir de un TAD que formara parte de un
programa, del que se conoce su comportamiento (quizas del todo, quizas sélo se tiene una
idea intuitiva), el problema consiste en encontrar una especificacion que lo represente y es
por ello que en esta seccién se estudia un método general para la construcciéon de
especificaciones, basado en una clasificacion previa de las operaciones del TAD. Antes
introducimos en el primer apartado un concepto util para escribir especificaciones con mayor
comodidad, que se estudiara en profundidad en la seccién 1.6.

1.3.1 Introducciodn al uso de especificaciones

Hasta ahora, al especificar un TAD no hay manera de aprovechar la especificacion de otro tipo
que se pudiera necesitar, aunque ya esté definida en otro universo; es un ejemplo conocido
la especificacion de los naturales con operacion de igualdad, que precisa repetir la
especificacion de los booleanos. Es evidente que se necesita un medio para evitar esta
redundancia; por tanto, se incluye una nueva clausula en el lenguaje que permite usar
especificaciones ya existentes desde un universo cualquiera. En la fig. 1.16 se muestra una
nueva especificacion de los naturales que "usa" el universo BOOL de los booleanos vy,
consecuentemente, puede utilizar todos los simbolos en él definidos.

universo NAT es
usa BOOL
tipo nat
ops cero: — nat
suc: nat — nat
suma: nat nat — nat
ig: nat nat — bool
ecns Vn,me nat
1) suma(n, cero) = n
2) suma(n, suc(m)) = suc(suma(n, m))
3) ig(cero, cero) = cierto
4) ig(cero, suc(m)) = falso
5) ig(suc(n), cero) = falso
6) ig(suc(n), suc(m)) = ig(n, m)
funiverso

Fig. 1.16: un universo para los naturales con igualdad usando los booleanos.
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1.3.2 Clasificacion de las operaciones de una especificacion

Como paso previo a la formulacion de un método general de construccion de
especificaciones, se precisa clasificar las operaciones de la signatura de una especificacion
respecto a cada género que en ella aparece: dada una especificaciéon SPEC =(S, OP, E)y
un género s €S, se define el conjunto de operaciones constructoras de OP respecto a s,
constrOPS, como el conjunto de operaciones de OP que devuelven un valor de género s;y
el conjunto de operaciones consultoras de OP respecto a s, consulops, como el conjunto de
operaciones de OP que devuelven un valor de género diferente de s:

w—>s}'

c:ons;trOPS ={op eOP

consulopss{op eOPS1 Lg/8#s' Adit1<i<nis =s}

...Sp

Dentro de las operaciones constructoras, destaca especialmente el conjunto de
operaciones constructoras generadoras, que es un subconjunto minimo de las operaciones
constructoras que permite generar, por aplicaciones sucesivas, los representantes
canonicos de las clases de Tepec (es decir, todos los valores del TAD que queremos
especificar); en el caso general, puede haber mas de un subconjunto de constructoras
generadoras, de los que hay que escoger uno. Las constructoras que no forman parte del
conjunto de constructoras generadoras escogidas se llaman (constructoras) modificadoras.
Notaremos los dos conjuntos con gengp ¥ modifOPS. El conjunto gengp,_ €s puro si no hay
relaciones entre las operaciones que lo forman (dicho de otra manera, todo par de términos
diferentes formados sélo por constructoras generadoras denota valores diferentes) o
impuro si hay relaciones; en este Ultimo caso, a las ecuaciones que expresan las relaciones
entre las operaciones constructoras generadoras las llamamos impurificadoras.

Por ejemplo, dado el universo BOOL de la fig. 1.9, el conjunto de consultoras es vacio
porque todas son constructoras; en lo que se refiere a éstas, parece légico elegir como
representantes candnicos los términos cierto y falso y entonces quedaran los conjuntos
genOPbool ={cierto, falso} y modlfOPbool ={-_, _v_, _»_}. Ahora bien, también es licito coger

como representantes candnicos los términos cierto y —cierto, siendo 9enop, .., = {cierto, =_};
. . . . oo
la propiedad == x = x determina la impureza de este conjunto de constructoras generadoras.

No es normal que haya un unico género en el universo; por ejemplo, en la especificacion de
los naturales con igualdad de la fig. 1.16 aparecen nat y bool. No obstante, con vistas a la
formulaciéon de un método general de especificacion (en el siguiente apartado), solamente
es necesario clasificar las operaciones respecto a los nuevos géneros que se introducen y
no respecto a los que se usan; si sélo se define un nuevo género, como es habitual, se
hablara de operaciones constructoras o consultoras sin explicitar respecto a qué género.
Volviendo a la especificacion de los naturales NAT = (S, OP, E) de la fig. 1.16 y tomando
como representantes canonicos los términos (de género nat) sucn(cero), n = 0, la
clasificacion de las operaciones es: gengp = {cero, suc}, modifgp = {suma} y consulgp ={ig}.
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1.3.3 Método general de construccion de especificaciones

Para escribir la especificacion de un TAD no se dispone de un método exacto, sino que hay
que fiarse de la experiencia y la intuicién a partes iguales; a veces, una especificacion no
acaba de resolverse si no se tiene una idea feliz. A continuacién se expone un método que
da resultados satisfactorios en un elevado numero de casos y que consta de tres pasos.

- Eleccion de un conjunto de operaciones como constructoras generadoras: se buscan
las operaciones que son suficientes para generar todos los valores del algebra
cociente de términos del tipo (es decir, para formar los representantes canénicos de las
clases). Como ya se ha dicho, puede haber mas de uno; en este caso, se puede
escoger el conjunto menos impuro o bien el minimo (criterios que muy frecuentemente
conducen al mismo conjunto).

- Asercidn de las relaciones entre las constructoras generadoras: escritura de las
ecuaciones impurificadoras del tipo. Una posibilidad para conseguir estas ecuaciones
consiste en pensar en la forma que ha de tomar el representante candnico de la clase y
de qué manera se puede llegar a él.

- Especificacién del resto de operaciones, una a una, respecto a las constructoras
generadoras (es decir, definicion de los efectos de aplicar las operaciones sobre
términos formados exclusivamente por constructoras generadoras, pero sin suponer
que estos términos son representantes candénicos). Recordemos que el objetivo final
es especificar cada operacién respecto a todas las combinaciones posibles de valores a
los que se puede aplicar, y una manera sencilla de conseguir este objetivo consiste en
estudiar los efectos de la aplicacion de la operacidon sobre las constructoras
generadoras, que permiten generar por aplicaciones sucesivas todos los valores del
género.

En este ultimo paso se debe ser especialmente cuidadoso al especificar las operaciones
consultoras para asegurar dos propiedades denominadas consistencia y completitud
suficiente: si se ponen ecuaciones de mas, se pueden igualar términos que han de estar en
clases de equivalencia diferentes del género correspondiente, mientras que si se ponen de
menos, se puede generar un numero indeterminado de términos (potencialmente infinitos)
incongruentes con los representantes de las clases existentes hasta aquel momento y que
dan lugar a nuevas clases de equivalencia; en cualquiera de los dos casos, se esta
modificando incorrectamente la semantica del tipo afectado.

Como ejemplo, se presenta una especificacién para el tipo cjt de los conjuntos de naturales
con operaciones @: — cjt, ahade: cjt nat — cjt, _u_: cjtcjt > cjt y _e_: nat cjt — bool. El
conjunto {J, afiade} juega el papel de conjunto de constructoras generadoras, porque las
operaciones permiten construir todos los valores posibles del tipo (la constructora _u_en
particular no es necesaria). La forma general del representante candnico de las clases es
afade(ahade(...(anade(d, ny), ..., ny), tomando por ejemplo ny < ...< n.
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Para modelizar realmente los conjuntos, es necesario incluir dos ecuaciones impurificadoras
que expresen que el orden de anadir los naturales al conjunto no es significativo y que
dentro del conjunto no hay elementos repetidos:

anade(anade(s, ny), n,) = ahade(anade(s, ny), n4)
anade(anade(s, n), n) = anade(s, n)

No hay ningun otro tipo de relacion entre las constructoras generadoras; mediante estas dos
ecuaciones todo término formado exclusivamente por constructoras generadoras puede
convertirse, eventualmente, en su representante canénico.

Por lo que respecta al resto de operaciones, la aplicacion del método da como resultado:

n e @ =falso; n; € afade(s, n,) =ig(ny, No) v (N4 € 8)
@ U s = s; ahade(sq, n) U s, = afade(s; U Sy, N)

Notemos que hay parametros que se dejan como una variable, en lugar de descomponerlos
en las diversas formas que pueden tomar como combinacion de constructoras generadoras,
por lo que el parametro toma igualmente todos los valores posibles del género.

A partir de este enfoque, se puede decir que especificar es dar unas reglas para pasar de un
término cualquiera a su representante canonico y asi evaluar cualquier expresion sobre un
objeto del TAD correspondiente; en la seccion 1.7 se insiste en este planteamiento.

1.4 Ecuaciones condicionales, simbolos auxiliares y errores

Introducimos en esta seccidn tres conceptos adicionales necesarios para poder construir
especificaciones que resuelvan problemas no triviales: las ecuaciones condicionales, los
tipos y las operaciones auxiliares y el mecanismo de tratamiento de errores.

1.4.1 Ecuaciones condicionales

Hasta ahora, las ecuaciones expresan propiedades que se cumplen incondicionalmente; a
veces, no obstante, un axioma se cumple sélo en determinadas condiciones. Esto sucede,
por ejemplo, al ahadir la operacién saca: cjt nat — cjt a la especificacion de los conjuntos de la
seccion anterior; su especificacion siguiendo el método da como resultado:

saca(d,n)=J
saca(ahade(s, ny), ny) =??

donde la parte derecha de la segunda ecuacion depende de si ny es igual a n, y por ello
resultan infinitas ecuaciones:
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saca(afiade(s, cero), cero) = saca(s, cero)
saca(afiade(s, suc(cero)), cero) = afiade(suc(cero), saca(s, cero))
saca(anade(s, suc(cero)), suc(cero)) = saca(s, suc(cero)) ...etc.

El problema se puede solucionar introduciendo ecuaciones condicionales (ing., conditional
equation):

1)saca(@,n)=0
2) [ig(n4, ny) = cierto] = saca(afade(s, n4), n,) = saca(s, n,)
3) [ig(n4, ny) = falso] = saca(anade(s, ny), ny) = ahade(saca(s, ny), n4)

(Notemos que la parte derecha de la ecuacién 2 no puede ser simplemente s, porque no se
puede asegurar que dentro de s no haya mas apariciones de n, -es decir, no se puede
asegurar que el término sea canénico. Es mas, incluir esta ecuacién en sustitucion de 2
provocaria inconsistencias en el tipo, pues se podrian deducir igualdades incorrectas, como
anade(d, 1) = saca(ahade(afade(d, 1), 1), 1) = saca(ahade(d, 1), 1) = Q.)

Podemos decir, pues, que una ecuacion condicional es equivalente a un numero infinito de
ecuaciones no condicionales, asi como una ecuacion con variables es equivalente a un
numero infinito de ecuaciones sin variables. La sintaxis de Merli encierra la condicidn entre
corchetes a la izquierda de la ecuacion, también en forma de ecuacion™: [ty=t,] = t; =ty La
ecuacion ty = ty' se denomina premisay t; = t;' se denomina conclusién. Para abreviar, las
condiciones de la forma [t = cierto] o [t = falso] las escribiremos simplemente [t] o [~ 1],
respectivamente; también para abreviar, varias ecuaciones condicionales con idéntica
premisa se pueden agrupar en una sola, separando las conclusiones mediante comas. Dada
una SPEC-algebra A con la correspondiente funcién de evaluacion eval, y una igualdad =,
y, siendo V la union de las variables de la premisa, diremos que A satisface una ecuacion
condicional si:

Vasy a:V — A:{ evaly alto) =, evaly ate') b = evaly a(t;) =, evaly a(ty').

Es necesario destacar un par de cuestiones importantes referentes a las ecuaciones
condicionales. Primero, al especificar una operaciéon no constructora generadora usando
ecuaciones condicionales hay que asegurarse de que, para una misma parte izquierda, se
cubren todos los casos posibles; en otras palabras, para toda asignacion de variables de la
ecuacién debe haber como minimo una condicidon que se cumpla. Segundo, notemos que la
operacion de igualdad sobre los valores de los tipos es necesaria para comprobar la
desigualdad pero no la igualdad; asi, las tres ecuaciones siguientes son equivalentes:

2a) [ig(n4, n,)] = saca(afiade(s, ny), n,) = saca(s, ny)
2b) [ny = ny] = saca(anade(s, n4), ny) = saca(s, ny)
2c) saca(anade(s, n), n) = saca(s, n)

'Y En el marco de la semantica inicial, la premisa no se define normalmente como una Unica ecuacion,
sino como la conjuncion de varias ecuaciones; no obstante, la forma simplificada aqui adoptada cubre
todos los ejemplos que aparecen en el texto y, en realidad, no presenta carencia alguna.

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



50 Estructuras de datos. Especificacion, disefio e implementacién

Esto es debido a la existencia de la deduccién ecuacional, introducida en la seccion 1.7. Lo
que nunca se puede suponer es que dos variables diferentes n; y n, denotan forzosamente
dos valores diferentes, porque siempre puede ocurrir que ny y n, valgan lo mismo
(recordemos que la interpretacion de una ecuacion cuantifica universalmente sus variables).

La redefinicion de la congruencia =g con ecuaciones condicionales queda como sigue:

- Se define =, como aquella congruencia en la que todo término del dlgebra de términos
forma una clase de equivalencia por si mismo.

- Dada =;, se define =, de la siguiente manera:
t i et EitIV
JeeE,e=[t,=t1=t, =t EIaSVarse,TS|G: Vars, — Ty, tal que:

1) evaIVarse,TS|G(to) =i eva|Varse,T3|G(tol )y
2) (evalvarse!TSIG(t1) =t A eV8.|VarSe’TS|G(t1 I) = tl ) Y

(eV8.|VarSe’TSIG(t1) =t' A evalvar.se!-l-SIG(‘t‘1 I) =t )

- Finalmente, se define =g como =

Vemos que en cada nueva congruencia se fusionan aquellas clases de equivalencia que
pueden identificarse como la parte derecha y la parte izquierda de la conclusion de una
ecuacién condicional, siempre que, para la asignacion de variables a la que induce esta
identificacion, todas las premisas se cumplan (es decir, las dos partes de cada premisa estén
en una misma clase de equivalencia, dada la sustitucién de variables).

1.4.2 Tipos y operaciones auxiliares

Los tipos y las operaciones auxiliares se introducen dentro de una especificacion para
facilitar su escritura y legibilidad; algunas veces son incluso imprescindibles para poder
especificar las operaciones que configuran una signatura dada. Estos simbolos auxiliares
son invisibles para los usuarios del TAD (su ambito es exclusivamente la especificacion
donde se definen), por lo que también se conocen como tipos y operaciones ocultos o
privados (ing., hidden o private).

Por ejemplo, supongamos una signatura para el TAD de los naturales con operaciones cero,
sucesor y producto, pero sin operacion de suma. Por lo que respecta a la especificaciéon del
producto, hay que determinar los valores de prod(cero, n) y de prod(suc(m), n); el segundo
término es facil de igualar aplicando la propiedad distributiva:

prod(suc(m), n) = suma(prod(m, n), n)

Es necesario introducir, pues, una funcion auxiliar suma que no aparece en la signatura
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inicial; suma se declara en la clausula "ops" de la manera habitual pero precedida de la palabra
clave "privada" para establecer su ocultacién a los universos que usen los naturales:

privada suma: nat nat — nat

El dltimo paso consiste en especificar suma como cualquier otra operacién de la signatura;
por ello, al definir una operacion privada es conveniente plantearse si puede ser de interés
general, para dejarla publica y que otros universos puedan usarla libremente.

El efecto de la declaracién de simbolos auxiliares en el modelo asociado a una especificaciéon
ESP es el siguiente. Se considera la signatura SIG' = SIG que contiene todos los simbolos
no auxiliares de la especificacion, y se define la restriccion de ESP con SIG', denotada por
<<Tegp>>ge, cOMo el resultado de olvidar todas las clases del dlgebra cociente Tggp cuyo
tipo sea auxiliar en SIG y todas las operaciones de Tggp asociadas a operaciones auxiliares
de SIG. Entonces, el modelo es la clase de todas las algebras isomorfas a <<Tggp>>gg- La
construccién detallada de este nuevo modelo se encuentra en [EhM85, pp. 145-151].

1.4.3 Tratamiento de los errores

Hasta el momento, se ha considerado que las operaciones de una signatura estan bien
definidas para cualquier combinacion de valores sobre la que se apliquen. Sin embargo,
normalmente una o mas operaciones de una especificacion seran funciones parciales, que
no se podran aplicar sobre ciertos valores del dominio de los datos. Veremos en este
apartado cémo tratar estas operaciones, y lo haremos con el ejemplo de la fig. 1.17 de los
naturales con igualdad y predecesor.

La especificacion no define completamente el comportamiento de la operacion pred, porque
no determina el resultado de pred(cero), que es un error. Dada la construccion del modelo de
un TAD presentada en la seccion 1.2, se puede introducir una nueva clase de equivalencia
dentro del lgebra cociente de términos que represente este valor erréneo; para facilitar su
descripcion y la evolucién posterior de la especificacién, se afade una constante a la
signatura, error,4: — nat, que modeliza un valor de error dentro del conjunto base de nat,
que representaremos con [error,,;]. Entonces se puede completar la especificacion de
pred con la ecuacion pred(cero) = error,,;.

Notemos que el representante candnico de la clase [error,,] no es un término formado
integramente por aplicaciones de cero y suc; por ello, se debe modificar el conjunto de
constructoras generadoras incluyendo en él error, ... Este cambio es importante, porque la
definicion del método general obliga a determinar el comportamiento del resto de
operaciones de la signatura respecto a error,,;. Entre diversas opciones posibles adoptamos
la estrategia de propagacion de los errores: siempre que uno de los operandos de una
operacion sea un error, el resultado también es error. Asi, deben afadirse algunas
ecuaciones a la especificacion, entre ellas:
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universo NAT es
usa BOOL
tipo nat
ops cero: — nat
suc, pred: nat — nat
suma, mult: nat nat — nat
ig: nat nat — bool
ecns Vn,me nat
1) suma(cero, n) = n
2) suma(suc(m), n) = suc(suma(m, n))
3) mult(cero, n) = cero
4) mult(suc(m), n) = suma(mult(m, n), n)
5) ig(cero, cero) = cierto
6) ig(suc(m), cero) = falso
7) ig(cero, suc(n)) = falso
8) ig(suc(m), suc(n)) = ig(m, n)
9) pred(suc(m)) =m
funiverso

Fig. 1.17: un universo para los naturales con predecesor.

E1) suc(error,at) = error,a E2) pred(error,,;) = errory
E3) suma(error,at, N) = €rrora E4) suma(n, errory,;) = errorq
E5) mult(error,ai, N) = €rror E6) mult(n, error,,;) = error,

Hay varios problemas en esta solucién. Para empezar, las ecuaciones han introducido
inconsistencias: por ejemplo, dado el término mult(cero, error, ), se le pueden aplicar dos
ecuaciones, 3 y E6; aplicando EB, con n = cero, se obtiene como resultado error,,;, mientras
que aplicando 3, con n = error,,;, Se obtiene como resultado cero. Es decir, que el mismo
término lleva a dos valores diferentes dentro del algebra en funcién de la ecuacion que se le
aplique. Para evitar este problema intolerable, deben protegerse las ecuaciones normales
con una comprobacién de que los términos utilizados no son erréneos; en la especificacion
del producto, por ejemplo, se cambian las ecuaciones 3y 4 por:

[correcto,,1(n)] = mult(cero, n) = cero
[correcto, i(mult(m, n)) A correcto,(suc(m))] =
= mult(suc(m), n) = suma(mult(m, n), n)

y lo mismo para el resto de operaciones.

La operacion correcto,,: hat — bool, que garantiza que un término no representa error,y, se
puede especificar en funcidn de las operaciones constructoras generadoras:
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E7) correcto,,i(cero) = cierto
E8) correcto,i(error, 1) = falso
E9) correcto, i(suc(m)) = correcto,1(m)

Un segundo problema surge al modificar la especificacién de la igualdad:
E10) ig(erroryat, N) = €rroryq E11) ig(m, error,,) = erroryq

erroryo €S un error de tipo diferente, pues ig devuelve un booleano; es decir, especificando
NAT debe modificarse un universo ya existente, introduciendo en él una constructora
generadora que obliga a repetir el proceso (y, eventualmente, a modificar otros universos).

Queda claro, pues, que el tratamiento de los errores expande el nimero de ecuaciones de
un universo para solucionar todos los problemas citados; por ejemplo, la especificacion de
los naturales con predecesor (cuya finalizacion queda como ejercicio para el lector) pasa de 9
ecuaciones a 21. Este resultado es inevitable con el esquema de trabajo adoptado; ahora
bien, podemos tomar algunas convenciones para simplificar la escritura de la especificacion,
pero sin que varie el resultado final (v. [ADJ78] para una explicacion detallada):

- Todo género introducido en la especificacion ofrece implicitamente dos operaciones
visibles, la constante de error y el predicado de correccidon convenientemente
especificado; en el ejemplo de los naturales, error,,;: — nat y correcto,,;:: hat — bool.

- Todas las ecuaciones de error que no sean de propagacion se escribirdn en una
clausula aparte y sin explicitar la parte derecha, que es implicitamente el valor de error
del tipo adecuado. En Merli se escriben los errores antes que las otras ecuaciones, a
las que por contraposicion denominamos ecuaciones correctas o normales.

- Durante la evaluacion de términos, los errores se propagan automaticamente; asi, no es
necesario introducir las ecuaciones de propagacion Como SUC(errory,;) = errory;.

- En el resto de ecuaciones, tanto la parte izquierda como la parte derecha estan libres
de error (es decir, existen condiciones implicitas); por ello, la ecuacién normal
mult(cero, n) = cero en realidad significa [correcto,,(n)] = mult(cero, n) = cero. Con
esta suposicion, no es necesario comprobar explicitamente que los valores sobre los
que se aplica una operacion en una ecuacion normal estan libres de error.

Como resultado, para completar la especificacion ejemplo basta con escribir la clausula
error pred(cero), con la certeza que las convenciones dadas la expanden correctamente.
1.5 Estudio de casos

Se presentan a continuacién algunos ejemplos que permiten ejercitar el método general de
especificacién introducido en el apartado 1.3.3. y que, sobre todo, muestran algunas

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



54 Estructuras de datos. Especificacion, disefio e implementacién

excepciones bastante habituales. La metodologia de desarrollo que se sigue en esta
seccion es la base de la especificacion de los diversos TAD que se introduciran en el resto
del texto. Los ejemplos han sido elegidos para mostrar la especificacién de: a) un par de
modelos matematicos clasicos; b) un moédulo auxiliar para la construccion de una aplicacion;
C) una aplicacién entera, de dimensidn necesariamente reducida. Pueden encontrase mas
ejemplos resueltos en el trabajo "Especificacid Algebraica de Tipus Abstractes de Dades:
Estudi de Casos", escrito por el autor de este libro y publicado en el afio 1991 como report
LSI-91-5 del Dept. de Llenguatges i Sistemes Informatics de la Universitat Politécnica de
Catalunya.

1.5.1 Especificacion de algunos tipos de datos clasicos

a) Polinomios

Queremos especificar los polinomios Z[X] de una variable con coeficientes enteros, es decir,
P(X) = ag+a1X + ... + X1 +axn, neN |, Vi: 0<i< n:aeZ, con operaciones: cero: — poli,
que representa el polinomio p(x) = 0; afhadir: poli entero nat — poli, que afiade una pareja
coeficiente-exponente (abreviadamente, monomio) a un término que representa un
polinomio, y la operacidn evaluar: poli entero — entero, que calcula el valor del polinomio en
un punto. Esta claro que las operaciones constructoras generadoras son cero y ahadir,
porque cualquier polinomio se puede expresar como un término compuesto integramente
por ellas; asi, el polinomio p(x) tiene como representante candnico el término
anadir(anadir(...(afadir(cero, ay,, Ko), akq, K1), .-.), a,, Kr ), donde sdlo aparecen los términos
de coeficiente diferente de cero y donde se cumple, por ejemplo, que k; < ki, 1.

Es obvio que las constructoras generadoras exhiben ciertas interrelaciones; asi, el polinomio
p(x) = 8x puede representarse, entre otros, mediante los términos afadir(cero, 8, 1),
afadir(afhadir(cero, 8, 1), 0, 5), anadir(afiadir(cero, 3, 1), 5, 1) y anadir(afadir(cero, 5, 1), 3, 1),
aunque estén construidos con monomios diferentes, los tengan en diferente orden, o
presenten monomios de coeficiente cero. Estas propiedades dan lugar a las ecuaciones:

1) afadir(aiadir(p, a;, n4), a,, N,) = afadir(afiadir(p, a,, N,),as, N4)
2) afiadir(afadir(p, ay, n), a,, n) = afadir(p, ENTERO.suma(ay, a,), n)'"'?
3) ahadir(p, ENTERO.cero, n) = p

Para demostrar la correccion de estas ecuaciones, se podria establecer una biyeccién entre
el subconjunto del algebra cociente de términos resultado de agrupar los términos de
género poli construidos sobre la signatura de los polinomios y Z[X].

Por ultimo, se especifica la operacion evaluar respecto a las constructoras generadoras, es

" Cuando a una operacion como suma la precede un nombre de universo como ENTERO, se esta
explicitando, por motivos de legibilidad, en qué universo esta definida la operacion.

2 A lo largo del ejemplo, el universo ENTERO define los enteros con las operaciones necesarias.
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decir, se evalla cada monomio sobre el punto dado (se eleva a la potencia y el resultado se
multiplica por el coeficiente), y se suman los resultados parciales:

4) evaluar(cero, b) = ENTERO.cero
5) evaluar(afadir(p, a, n), b) =
ENTERO.suma(avaluar(p, b), ENTERO.mult(ENTERO.eleva(b, n)))

Para seguir con el gjercicio, se enriquece la especificacion con algunas operaciones mas:

coeficiente: poli nat — entero
suma, mult: poli poli — poli

donde la operacion coeficiente devuelve el coeficiente asociado a un término de exponente
dado dentro un polinomio, y suma y mult se comportan como su nombre indica. Una primera
version de la especificacion de la operacién coeficiente podria ser:

6) coeficiente(cero, n) = ENTERO.cero
7) coeficiente(afadir(p, a, n), n) = a
8) [-NAT.ig(n4, ny)] = coeficiente(anadir(p, a, ny), ny) = coeficiente(p, ny)

Es decir, se examinan los monomios que forman el término hasta encontrar el que tiene el
exponente dado, y se devuelve el coeficiente asociado; en caso de que no aparezca, la
operacion acabara aplicandose sobre el término cero, y dara 0. Esta versién, no obstante,
presenta una equivocacién muy frecuente en la construccidon de especificaciones: la
ecuacion esta disefiada para aplicarse sobre representantes candnicos, pero no se comporta
correctamente al aplicarse sobre cualquier otro término. Asi, el coeficiente del monomio de
exponente 1 de los términos anadir(afiadir(cero, 3, 1), 5, 1) y ahadir(cero, 8, 1) (que son
demostrablemente equivalentes) puede ser diferente en funcién del orden de aplicacién de
las ecuaciones. La conclusion es que, al especificar cualquier operacion de una signatura, no
se puede suponer nunca que los términos utilizados en las ecuaciones son candnicos;
dicho de otra manera, no es licito suponer que las ecuaciones de una signatura se aplicaran
en un orden determinado (excepto las ecuaciones de error). En este caso, hay que buscar
por todo el término los diversos anadir del exponente dado y sumarlos:

7) coeficiente(afadir(p, a, n), n) = ENTERO.suma(a, coeficiente(p, n))

La especificacion de la suma de polinomios es:

9) suma(cero, p) =p
10) suma(anadir(g, a, n), p) = ahadir(suma(q, p), a, n)

Es decir, se afiaden los monomios del primer polinomio sobre el segundo; las cuestiones
relativas al orden de escritura, a la existencia de diversos monomios para un mismo
exponente y de monomios de coeficiente cero no deben tenerse en cuenta, porque las
ecuaciones impurificadoras ya las tratan. Notemos que no es necesario descomponer el
segundo pardmetro en funcion de las constructoras generadoras, porque el uso de una
variable permite especificar lo mismo con menos ecuaciones.
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Finalmente, la especificacion de la multiplicacidon puede realizarse de diferentes maneras; la
mas sencilla consiste en introducir una operacién auxiliar mult_un: polientero nat — poli que
calcula el producto de un monomio con un polinomio, de manera que la multiplicacién de
polinomios consiste en aplicar mult_un reiteradamente sobre todos los monomios de uno
de los dos polinomios, y sumar la secuencia resultante de polinomios:

11) mult(cero, p) = cero
12) mult(afadir(q, a, n), p) = POLlL.suma(mult(g, p), mult_un(p, a, n)

13) mult_un(cero, a, n) = cero
14) mult_un(afadir(p, a4, ny), as, ny) =
anadir(mult_un(p, a,, ny), ENTERO.mult(a4, a,), NAT.suma(n4, ny))

Una segunda posibilidad no precisa de la operacion privada, pero a cambio exige
descomponer mas los parametros:

11) mult(cero, p) = cero
12) mult(ahadir(cero, a, n), cero) = cero (también mult(p, cero) = cero)
13) mult(ahadir(cero, a4, n4), ahadir(q, a,, n,) =
anadir(mult(ahadir(cero, a4, ny), q), mult(ay, a5), suma(n4, n,))
14) mult(ahadir(anadir(q, a4, ny), as, Ny), p) =
suma(mult(afiadir(q, a4, ny), p), mult(anadir(cero, a,, ny), p))

En realidad, se sigue la misma estrategia, pero en vez de la operacién auxiliar se explicita el
caso anadir(cero, a, n), de manera que se especifica mult respecto a términos sin ningun
monomio, términos con un Unico monomio y términos con dos 0 mas monomios. Notemos
que el resultado es mas complicado que la anterior version, lo que confirma que el uso de
operaciones auxiliares adecuadas simplifica frecuentemente la especificacion resultante.

b) Secuencias
Se propone la especificacion del TAD de las secuencias o cadenas de elementos
provenientes de un alfabeto: dado un alfabeto V ={ay, ..., a,}, las secuencias V* se definen:
-Ae V™.
-Vs:seV*: VviveV: v.s,s.v eV*,

A representa la secuencia vacia, mientras que el resto de cadenas se pueden considerar
como el afiadido de un elemento (por la derecha o por la izquierda) a una cadena no vacia.

En la fig. 1.18 se da una especificacidon para el alfabeto; como no hay ninguna ecuacién
impurificadora, todas las constantes denotan valores distintos del conjunto base del modelo
inicial; se requiere una operacion de igualdad para comparar los elementos. Por lo que
respecta las cadenas, se propone una signatura de partida con las siguientes operaciones:
A, la cadena vacia; [v], que, dado un elemento v, lo transforma en una cadena que sdlo
consta de v; v.c, que anade por la izquierda el elemento v a una cadena c; c4.Cy, que
concatena dos cadenas ¢4 Yy C, (es decir, coloca los elementos de ¢, a continuacién de los
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elementos de c4); licll, que devuelve el numero de elementos de la cadena c;y vec, que
comprueba si el elemento v aparece o no en la cadena c. A la vista de esta signatura, queda
claro que hay dos conjuntos posibles de constructoras generadoras, {A, _._}y {A, [_], _._}.
La fig. 1.19 muestra las especificaciones resultantes en cada caso, que indican claramente la
conveniencia de seleccionar el primer conjunto, que es puro; con éste, el representante
canonico es de la forma v4.v,. ... .v,. A, que abreviaremos por v4Vs ... vV, cuando convenga.

universo ALFABETO es
usa BOOL
tipo alf
opsay, ..., a, — aff
_=_:alfalf - bool
ecns (a; =a4) = cierto; (a; =a,) = falso; ...
funiverso

Fig. 1.18: especificacion del alfabeto.

universo CADENA es

usa ALFABETO, NAT, BOOL

tipo cadena

ops
A: — cadena
[_]: alf — cadena
_._: alf cadena — cadena
_._: cadena cadena — cadena
[I_Il: cadena — nat
_e_: alf cadena — bool

funiverso
1) [vV]=v.A 1)A.c=c
2)A.c=cC 2)c.A=cC
3) (V.C1) « Co=V.(C1 . Cp) 3)(Ci-Co). C3=Cqu (Cou C3)
4) lIMl = cero 4)v.c =[v].Cc
5) liv.cll = suc(licll) 5)IIAll=0
6) ve A = falso 6) Il [v] Il = suc(cero)
7) v4€ (Vo.C) = (V4 = Vo) Vv V4€C 7) licy . coll =sumaf(llcqll, lie,ll)

8) ve A =falso
9) vie[Vo] = (V1 =Vy)
10) VE(C1 . Cz) =VECyV VEC)

Fig. 1.19: signatura (arriba) y especificacion (abajo) de las cadenas con los dos conjuntos
posibles de constructoras generadoras: {A, _._} (izquierda) y {A,[_], _ . _} (derecha).
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A continuacion se incorporan diversas operaciones a la signatura inicial. Para empezar, se
afade una operacién de comparacién de cadenas, _=_: cadena cadena — bool, cuya
especificacion respecto del conjunto de constructoras generadoras es sencilla (no lo seria
tanto respecto el conjunto que se ha descartado previamente):

8) (A =) =cierto 9) (v.c=A) =fals
10) (A = v.c) = falso 11) (V1.C1 =V2.Co) = (V1 = Vo) A (C1 =Cp)

Una operacion interesante sobre las cadenas es i_ésimo: cadena nat — alf, que obtiene el
elemento i-ésimo de la cadena definido como i_ésimo(vy...Vi.q Vi Vi41...Vy, i) = v;. Primero, se
controlan los errores de pedir el elemento que ocupa la posicién cero 0 una posicion mayor
que la longitud de la cadena:

12) error [(llcll < i) v (NAT.ig(i, cero))] = i_ésimo(c, i)'

Para el resto de ecuaciones, notemos que el elemento i-ésimo no es el que se ha insertado
en i -ésima posicion en la cadena, sino que el orden de insercidn es inverso a la numeracion
asignada a los caracteres dentro de la cadena; por ello, las ecuaciones resultantes son:

13) i_ésimo(v.c, suc(cero)) = v
14) i_ésimo(v.c, suc(suc(i))) = i_ésimo(c, suc(i))

Destacamos que la operacién ha sido especificada, no sélo respecto a las constructoras
generadoras de cadena, sino también respecto a las constructoras generadoras de nat,
distinguiendo el comportamiento para el cero, el uno y el resto de naturales.

Introducimos ahora la operacion rotar_dr: cadena — cadena para rotar los elementos una
posicion a la derecha, rotar_dr(vy...v,.4V,) =V4Vy...Vh.q; €N vez de especificarla respecto a A y
_._, Se incorpora una nueva operacion privada para afadir elementos por la derecha, de
signatura _._: cadena alf — cadena (la sobrecarga del identificador _._ no provoca ningun
problema), que define un nuevo conjunto de constructoras generadoras; la especificacion
de rotar_dr respecto este nuevo conjunto es:

15) rotar_dr(A)=A
16) rotar_dr(c.v) = v.c

Es decir, y este es un hecho realmente importante, no es obligatorio especificar todas las
operaciones del tipo respecto al mismo conjunto de constructoras generadoras. Es mas, en
realidad no es obligatorio especificar las operaciones respecto a un conjunto de
constructoras generadoras, sino que sélo hay que asegurarse que cada operacion se
especifica respecto a absolutamente todos los términos posibles del dlgebra de términos;
ahora bien, siendo la especificacion que usa las constructoras generadoras una manera clara
y sencilla de conseguir este objetivo, se sigue esta estrategia siempre que sea posible.

'3 Suponemos que los naturales definen las operaciones de comparacién que se necesiten.
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La especificacion de la operacion privada queda:

17) Av=V.A
18) (V1 .C).V2 =Vy .(C.Vz)

Consideramos a continuacion la funcion medio: cadena — alf, que devuelve el elemento
central de una cadena. Aplicando el razonamiento anterior, en vez de especificarla respecto a
las contructoras generadoras, se hace un estudio por casos segun la longitud de la cadena
(0, 1, 2 o mayor que 2), y el ultimo caso se expresa de la manera mas conveniente. La
especificacion del comportamiento de la operacién respecto a todos estos casos garantiza
que el comportamiento de medio esta definido para cualquier cadena:

19) error medio(\) 21) medio(v4.A.v,) =V, (0 bien vy)
20) medio([v]) = v 22) [llcll > cero] = medio(v4.c.v,) = medio(c)

En la ecuacién 22 es necesario proteger con la condicion, de lo contrario, dada una cadena
de dos elementos se podria aplicar tanto 21 como 22, y se provocaria error en este caso.

Para aquellas operaciones que, como rotar_dr y medio, se han especificado sin seguir el
método general, puede ser conveniente demostrar que su definicién es correcta. Para ello,
aplicaremos la técnica empleada en el apartado 1.2.4 para verificar la correccion de la suma
segun se explica a continuacién. Sea {A, _._} el conjunto de operaciones constructoras
generadoras, siendo _._ la operacion de afadir un caracter por la izquierda. Ya se ha dicho
que este conjunto es puro, y es posible establecer una biyeccién entre el conjunto de base
de las cadenas en el algebra cociente y el modelo matematico de las cadenas. Para
demostrar la correccion de rotar_dr y medio, debe comprobarse que:

rotar_drq([Vn - Vo« v - Vo Vi AD) =[V4.Vy.Vpge oo 2 Vol Al
mediog([ A]) = [erroryy], y
mediOQ([Vn Va1 e VgL 7\1]) = [VL(n+1)/2J], n>0

significando el subindice "g" la interpretacion de la operacion en el algebra cociente. Ambas
demostraciones se desarrollan con la ayuda de un lema que demuestra la equivalencia de los
afadidos por la derecha y por la izquierda si se aplican en el orden correcto.

Lema. Todo término representando una cadena no vacia de laforma v,,. Vp.q. ... . Vs .Vq.A,
n > 0, es equivalente por las ecuaciones al término v,, . Vp.1 . ... . Vo. A . V.

Demostracién. Por induccion sobre n.
n = 1. Queda el término v, . A, que es igual a A . v, aplicando la ecuacién 17.

n = k. Hipétesis de induccion: vy . vi_1. ... .vq.Asetransformaen vy .viq. ... .Vo. A .Vq.

n = k+1. Debe demostrarse que t=v,,¢ . V¢ . ... . v4.A cumple el lema. Ello es inmediato
ya que puede aplicarse la hipétesis de induccion sobre el subtérmino to=vy . ... . v4.A,
obteniendo t; = v, . Vi1 . ... . A . vy. Sustituyendo t, por t; dentro de t se obtiene el
término vy, . Vi . Vg - - - A . V4, que cumple el enunciado del lema.

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



60 Estructuras de datos. Especificacion, disefio e implementacion

Teorema. Todo término de la forma rotar_dr(v,, . Vo4 . ... . V> .Vq. L) es equivalente por las
ecuaciones al término vy . vy . Vo4 . ... . Vo.A.

Demostracién. Por analisis de casos sobre n.

n = 0. El término es rotar_dr(A), que se transforma en A aplicando 15, y se cumple el
enunciado.

n>0.Seat=rotar_dr(v,. V1. ... . Vo .Vq.A).Comon >0, seaplicaellemayt queda
igual a rotar_dr(v, . Vpq . ... - Vo .A . Vvq). A continuacion, se aplica la ecuacién 16 con
C=V,.Vpq. .. .Vo .Ayquedat=vy{.V,.V,q. ... .Vo.A, COMO Se queria demostrar.

Teorema. Todo término de la forma medio(v,, . v,y . ... . Vy . A) es equivalente por las
ecuaciones al término V| .1y 2 si n > 0, 0 bien es un error sin = 0.

Demostracion. Por andlisis de casos sobre n.
n = 0. El término es de la forma medio( 1), que es igual al error de tipo alf aplicando 19.

n > 0. Por induccién sobre n.
n = 1. Queda el término medio(v; . A) , que es igual a v4 aplicando 20. Como la
expresion | (n+1) / 2 Jvale 1 con n =1, se cumple el enunciado.

n = k. Hipotesis de induccion: medio(v . Vi.1 . ... . V1. ) se transforma en V| .1y 2.

n =k+1. Debe demostrarse que t =medio(vy,q - Vx - ... . vy .A) cumple el teorema.
Es necesario primero aplicar el lema sobre el subtérmino vi,q .Vg. ... . Vo. Vv{. A (IO
que es posible ya que k+1 > 0), resultando en vi,1 . Vg . ... .Vo.A . Vvy. Si
reescribimos t con esta sustitucion y con el cambio w; = v;,4, obtenemos el término
t=medio(w . W1 . ... .Wq.A .vq). A continuacidn, deben distinguirse dos casos:

k = 1: queda t = medio(w; . A . v4), con lo que se aplica la ecuacion 21 y se
obtiene v, que cumple el enunciado ya quel (n+1) / 2 J=L (k+1+1) /2 ]=1.

k > 1: se aplica la ecuacion 22 sobre el término t mediante la asignacion
C= Wyq . ... .Wyq. A, cuya longitud licll es mayor que O (por lo que se cumple la
premisa de la ecuacidn), resultando en t = medio(wy,.y . ... . wy; . A). A
continuacion, se aplica la hipdtesis de induccion y se obtiene w >, que al
deshacer el cambio se convierte en Vo], 1=V (ks+2) 2] = V| (k+1)+1/2)s Y S€ CUmple
el enunciado del teorema.

1.5.2 Especificacion de una tabla de simbolos

Durante la compilacién de un programa es necesario construir una estructura que asocie a
cada objeto que en él aparece, identificado con un nombre, un cierto nimero de
caracteristicas, como su tipo, la direccién fisica en memoria, etc. Esta estructura se denomina
tabla de simbolos (ing., symbol table) y se construye a medida que se examina el texto
fuente. Su estudio es interesante tanto desde el punto de vista clasico de la implementacion
como desde la vertiente ecuacional. Diversos tipos de lenguajes pueden exigir tablas que
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presenten caracteristicas ligeramente diferentes; en este apartado nos referimos a un caso
concreto: la especificacion de una tabla de simbolos para un lenguaje de bloques.

Los lenguajes de bloques, como Pascal o C, definen ambitos de existencia para los objetos
que corresponden a los diferentes bloques que forman el programa principal y que
normalmente se asocian a la idea de subprograma; como los bloques pueden anidarse, el
lenguaje ha de definir exactamente las reglas de visibilidad de los identificadores de los
objetos, de manera que el compilador sepa resolver posibles ambigiiedades durante la
traduccién del bloque en tratamiento, que denominaremos bloque en curso. Normalmente,
las dos reglas principales son: a) no pueden declararse dos objetos con el mismo nombre
dentro del mismo bloque y, b) una referencia a un identificador denota el objeto mas cercano
con este nombre, consultando los bloques de dentro a fuera a partir del bloque en curso.
Bajo estas reglas, se propone la siguiente signatura para el tipo ts de las tablas de simbolos,
donde cadena representa el género de las cadenas de caracteres (con la especificacion que
hemos definido en el punto anterior) y caracts representa las caracteristicas de los objetos:

crea: —1s, crea la tabla vacia, siendo el programa principal el bloque en curso

entra: ts —ts, registra que el compilador entra en un nuevo bloque

sal: ts — s, registra que el compilador abandona el bloque en curso; el nuevo bloque en
curso pasa a ser aquel que lo englobaba

declara: ts cadena caracts — ts, declara dentro del bloque en curso un objeto identificado
por la cadena y con las caracteristicas dadas

consulta: ts cadena — caracts, devuelve las caracteristicas del objeto identificado por la
cadena dada, correspondientes a su declaracion dentro del bloque méas préximo que
englobe el bloque en curso

declarado?: ts cadena — bool, indica si la cadena identifica un objeto que ha sido
declarado dentro del bloque en curso

En la fig. 1.20 se presenta un programa Pascal y la tabla de simbolos T -asociada, justo en el
momento en que el compilador estd en el punto writeln(c); como caracteristicas se dan la
categoria del identificador, su tipo (si es el caso) y su dimension; la raya gruesa delimita los
dos bloques existentes, el programa principal y el bloque correspondiente al procedimiento
Q en curso. En esta situacion, consulta(T, a) devuelve la descripcion de la variable local a,
que oculta la variable global a, mientras que consulta(T, b) devuelve la descripcion de la
variable global b. La variable global a volvera a ser visible cuando el compilador salga del
bloque Q.

Aplicando el método, primero se eligen las operaciones constructoras generadoras. Ademas
de la operacion crea, esté claro que declara también es constructora generadora, ya que es
la Unica operacién que permite declarar identificadores dentro de la tabla. Ademas, la tabla de
simbolos necesita incorporar la nocion de bloque vy, por ello, es necesario tomar como
constructora generadora la operacion entra. Con este conjunto minimo de tres operaciones
se puede generar cualquier tabla de simbolos, eso si, hay dos interrelaciones claras que se
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program P; P |program 10230
var a, b: integer;
a var int 1024
procedure Q (c: integer);
var a, d: real; b var int 1026
begin Q | proc 10500
writeln(c)
end: c | param | int 1028
begin a var real 1030
Q(a)

d var real 1032

Fig. 1.20: un programa Pascal y su tabla de simbolos asociada.

deben explicitar: dentro de un mismo bloque, es un error repetir la declaracion de un
identificador y, ademas, no importa el orden de la declaracién de identificadores:

1) error [declarado?(t, id)] = declara(i, id, c)
2) declara(declara(t, id4, ¢4), ids, C5) = declara(declara(t, id,, ¢,), id4, ¢¢)

La operacion sal ha de eliminar todas las declaraciones realizadas en el bloque en curso, y
por eso se obtienen tres ecuaciones aplicando directamente el método:

3) error sal(crea) 4) sal(entra(t)) =t 5) sal(declara(t, id, c)) = sal(t)

Se ha considerado un error intentar salir del programa principal. Notemos que 4 realmente se
corresponde con la idea de salida del bloque, mientras que 5 elimina todos los posibles
identificadores declarados en el bloque en curso.

Por lo que a consulta se refiere, el esquema es idéntico; la busqueda aprovecha que la
estructura en bloques del programa se refleja dentro del término, de manera que se para al
encontrar la primera declaracion:

6) error consulta(crea, id)

7) consulta(entra(t), id) = consulta(t, id)

8) consulta(declara(t, id, c), id) = ¢

9) [~ (id4 = id,)] = consulta(declara(t, idy, ¢4), idy) = consulta(t, id,)

Por ultimo, declarado? no presenta mas dificultades:

10) declarado?(crea, id) = falso 11) declarado?(entra(t), id) = falso
12) declarado?(declara(t, id4, c¢), id,) = (id4 = id,) v declarado?(t, id,)
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1.5.3 Especificacion de un sistema de reservas de vuelos

Se quiere especificar el sistema de reservas de vuelos de la compaiia "Averia". Se propone
una signatura que permita afadir y cancelar vuelos dentro de la oferta de la compafia, realizar
reservas de asientos y consultar informacién diversa; en concreto, las operaciones son:

crea: — averia, devuelve un sistema de reservas sin informacion

afnade: averia vuelo — averia, anade un nuevo vuelo al sistema de reservas

reserva: averia vuelo pasajero — averia, registra una reserva hecha por un pasajero dentro
de un vuelo determinado; no puede haber mas de una reserva a nombre de un
pasajero en un mismo vuelo

cancela: averia vuelo — averia, anula un vuelo del sistema de reservas; todas las reservas
de pasajeros para este vuelo, si las hay, han de ser eliminadas

asiento?: averia vuelo pasajero — nat, determina el nimero de asiento asignado a un
pasajero dentro de un vuelo; se supone que esta asignacion se realiza por orden de
reserva, y que los asientos se numeran en orden ascendente a partir del uno; devuelve
0 si el pasajero no tiene ninguna reserva

lista: averia — cadena_vuelos, obtiene todos los vuelos en orden de hora de salida

a_suspender: averia aeropuerto — cadena_vuelos, dado un aeropuerto, proporciona la
lista de todos los vuelos que se dirigen a este aeropuerto

Supondremos que los tipos vuelo, aeropuerto, hora, pasajero y nat, especificados en los
universos VUELO, AEROPUERTO, HORA, PASAJERO y NAT, respectivamente, disponen
de operaciones de comparacion ig; ademas, el universo VUELO presenta las operaciones:

origen?, destino?: vuelo — aeropuerto, da los aeropuertos del vuelo
hora_salida?: vuelo — hora, da la hora de salida del vuelo
capacidad?: vuelo — nat, da el nimero maximo de reservas que admite el vuelo

Las cadenas de vuelos tendran las operaciones sobre cadenas vistas en el punto 1.5.1.

El sistema de vuelos necesita informacion tanto sobre vuelos como sobre reservas; por ello,
son constructoras generadoras las operaciones afade y reserva, y también la tipica crea. Se
debe ser especialmente cuidadoso al establecer los errores que presentan estas
operaciones: afadir un vuelo repetido, reservar dentro un vuelo que no existe, reservar para
un pasajero mas de un asiento en el mismo vuelo y reservar en un vuelo lleno. Hay también
varias relaciones conmutativas:

1) error [existe?(s, v)] = afiade(s, v)
2) error [ existe?(s, v) v lleno?(s, v) v = ig(asiento(s, v, p), 0)] = reserva(s, v, p)
3) anade(afade(s, v4), Vo) = anade(ahade(s, vs), v4)
4) [WVUELO.ig(v4, vo)] = reserva(reserva(s, v¢, p1), Vo, P2) =
reserva(reserva(s, Vo, Po), V1, P1)
5) [FVUELO.ig(v4, v5)] = ahade(reserva(s, vy, p), Vo) = reserva(anade(s, v»), vy, p)
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Para expresar estas relaciones hemos introducido dos operaciones auxiliares:

privada lleno?: averia vuelo — bool, comprueba si el vuelo no admite mas reservas
6) lleno?(s, v) = NAT.ig(cuenta(s, v), VUELO.capacidad(v))

privada existe?: averia vuelo — bool, comprueba si el vuelo ya existia
7) existe?(crea, v) = falso

8) existe?(afade(s, v4), Vo) = VUELO.ig(v4, Vo) v existe?(s, Vo)

9) existe?(reserva(s, vy, p), Vo) = existe?(s, vo)

La operacion cuenta: averia vuelo — nat da el nimero de reservas realizadas en el vuelo y se
especifica mas adelante, asi como el resto de operaciones.

a) cancela
Ademas del error de cancelar en un vuelo no existente, el comportamiento de cancela
depende de si el vuelo que se anula es el mismo que se esta examinando o no; en el primer
caso, desaparece la informacién sobre el vuelo, y en el segundo caso debe conservarse:

10) error cancela(crea, v)

11) cancela(anade(s, v), v) = s

12) [-VUELO.ig(v4, v,)] = cancela(ahade(s, v4), v,) = ahade(cancela(s, V), v1)

13) cancela(reserva(s, v, p), v) = cancela(s, v)

14) [-VUELO.ig(v4, v»)] = cancela(reserva(s, v4, p), Vo) = reserva(cancela(s, v»), V4, p)

Notemos que la segunda ecuacion no precisa controlar posibles repeticiones del vuelo
dentro del término, porque en este caso habrian actuado las ecuaciones de error.

b) asiento?
Para especificar esta operacion, notemos que el orden de numeracién de los asientos es
inverso al orden de exploracion del término; lo que debe hacerse, pues, es saltar todas las
reservas realizadas posteriormente y contar las reservas del mismo vuelo que todavia
quedan.

asiento?
orden — | T~
de reserva v p1
exploracion | ™~
reserva v p3
reserva \|/ ™~
afade \|/ orden
/ \ de
crea \ numeracion

Fig. 1.21: relacion entre la numeracion y la exploracién de las reservas.
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Es decir, la operacion ha de cambiar de comportamiento al encontrar la reserva; por ello,
usamos la operacién privada cuenta ya introducida, y comparamos si los vuelos y los
pasajeros que se van encontrando en el término son los utilizados en la operacién
(controlando su existencia):

15) error asiento?(crea, v, p)
16) [VUELO.ig(v4, v»)] = asiento?(anade(s, v4), Vo, p) = cero
17) [-VUELO.ig(v4, v5)] = asiento?(afade(s, v4), Vo, p) = asiento?(s, vy, p)
18) asiento?(reserva(s, v, p), v, p) = suc(cuenta(s, v))
19) [~(VUELO.ig(v4, vo) A PASAJERO.ig(p1, po))] =
asiento?(reserva(s, vy, p1), Vo, P2) = asiento?(s, v, p,)

La especificacion de cuenta es realmente sencilla: se incrementa en uno el resultado de la
funcidn siempre que se encuentre una reserva en el vuelo correspondiente:

20) error cuenta?(crea, v)

21) cuenta(anade(s, v), v) = cero

22) [AVUELO.ig(v4, vo)] = cuenta(afade(s,v4), Vo) = cuenta(s, Vo)

23) cuenta(reserva(s, v, p), v) = suc(cuenta(s, v))

24) [WVUELO.ig(v4, vo)] = cuenta(reserva(s, v4, p), Vo) = cuenta(s, vs)

c) lista
La resolucidn presenta diversas alternativas; por ejemplo, se puede considerar la existencia
de una operacion de ordenacion sobre las cadenas, ordena (que queda como ejercicio para
el lector), y entonces escribir la especificacion de lista como:

lista(s) = ordena(enumera(s))
donde enumera es una operacion auxiliar del sistema de vuelos que los enumera todos:

privada enumera: averia — cadena_vuelos
25) enumera(crea) = A

26) enumera(reserva(s, v, p)) = enumera(s)
27) enumera(afade(s, v)) = v . enumera(s)

d) a_suspender
No hay ninguna situacion especial; si el sistema de reservas esta vacio, devuelve la cadena
vacia, y el resultado sdlo se modifica al encontrar un vuelo con el mismo aeropuerto destino:

28) a_suspender(crea, a) = A

29) [AEROPUERTO.ig(a, VUELO.destino?(v))] =
a_suspender(afade(s, v), a) = v . a_suspender(s, a)

30) [FAEROPUERTO.ig(a, VUELO.destino?(v))] =
a_suspender(anade(s, v), a) = a_suspender(s, a)

31) a_suspender(reserva(s, v, p), a) = a_suspender(s, a)
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1.6 Estructuracion de especificaciones

Hasta ahora, nos hemos centrado en la construccion de especificaciones simples, universos
dentro los cuales se definen todos los géneros que forman parte de la especificacién; es
obvio que se necesitan mecanismos que permitan estructurar estos universos para poder
especificar aplicaciones enteras como la composicion de especificaciones mas simples.

Hay varios lenguajes de especificacion que definen mecanismos de estructuracion. Las
primeras ideas fueron formuladas por R.M. Burstall y J.A. Goguen en "Putting Theories
together to make Specifications" (Proceedings of 5th International Joint Conference on
Artificial Intelligence, Cambridge M.A., 1977), y dieron como resultado el lenguaje CLEAR
por ellos desarrollado. Hay otros lenguajes igualmente conocidos: OBJ (inicialmente
definido por el mismo J.A. Goguen), ACT ONE (desarrollado en la Universidad de Berlin y
descrito en [EhM85]), etc. En Merli se incorporan las caracteristicas mas interesantes de
estos lenguajes, si bien aqui sélo se definen las construcciones que son estrictamente
necesarias para especificar los TAD que en él aparecen. Debe destacarse la ausencia de
construcciones relativas a la orientacién a objetos (principalmente, un mecanismo para
declarar subtipos) porque su inclusidon aumentaria la complejidad de este texto y no es
imprescindible para el desarrollo de los temas.

1.6.1 Uso de especificaciones

Mecanismo necesario para usar desde una especificacion los géneros, las operaciones y las
ecuaciones escritos en otra; se puede considerar una simple copia literal. Si la especificacion
SPEC, =(S4, OP4, E4) usa la especificacion SPEC, = (S,, OP,, E,), se puede decir de forma
equivalente que SPEC; = (SyuS,, OP;uUOP,, E{UE,) (considerando la unién de un
A-conjunto y un B-conjunto como un AuB-conjunto). La relacion de uso es transitiva por
defecto: si A usa By B usa C, A estd usando C implicitamente; ahora bien, esta dependencia
se puede establecer explicitamente para favorecer la legibilidad y la modificabilidad.
Alternativamente, la palabra "privado" puede preceder al nombre del universo usado, con lo
que se evita la transitividad (dicho de otra manera, el uso introduce los simbolos de SPEC,
como privados de SPEC;,, el cual no los exporta).

En el apartado 1.3.1 ya se introdujo este mecanismo como una herramienta para la definicién
de nuevos TAD que necesiten operaciones y géneros ya existentes; por ejemplo, para
definir el TAD de los naturales con igualdad se usa el TAD de los booleanos, que define el
género bool y diversas operaciones. Normalmente, un universo declara un unico tipo
nuevo, denominado tipo de interés.

Otra situacion comun es el enriquecimiento (ing., enrichment) de uno o varios tipos
afadiendo nuevas operaciones. Un escenario habitual es la existencia de una biblioteca de
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universos donde se definen algunos TAD de interés general que, como seran manipulados
por diferentes usuarios con diferentes propdsitos, incluyen el maximo numero de
operaciones posible que no estén orientadas hacia ninguna utilizacién particular. En una
biblioteca de este estilo se puede incluir, por ejemplo, un TAD para los conjuntos con
operaciones habituales (v. fig. 1.22, izq.). En una aplicacion particular, no obstante, puede
ser necesario definir nuevas operaciones sobre el tipo; por ejemplo, una que elimine del
conjunto todos los elementos mayores que cierta cota. Es suficiente con escribir un nuevo
universo que, ademas de las operaciones sobre conjuntos de la biblioteca, también ofrezca
esta operacion (v. fig. 1.22, derecha); cualquier universo que lo use, implicitamente esta
utilizando CJT_NAT por la transitividad de los usos.

universo CJT_NAT es universo MI_CJT_NAT es
usa NAT, BOOL usa CJT_NAT, NAT, BOOL
tipo cjt_nat ops
ops J: — cjt_nat filtra: cjt_nat nat — cjt_nat
{_}: nat — cjt_nat ecns...
elige: cjt_nat — nat funiverso
_U_, _N_, ....cjt_nat cjt_nat — cjt_nat
ecns...
funiverso

Fig. 1.22: especificacion de los conjuntos de naturales (izq.) y un enriquecimiento (der.).

1.6.2 Ocultacion de simbolos

Asi como el mecanismo de uso se caracteriza por hacer visibles los simbolos residentes en
una especificacion, es util disponer de una construccion complementaria que se ocupe de
ocultar los simbolos de una especificacion a todas aquéllas que la usen. De esta manera, los
especificadores pueden controlar el &mbito de existencia de los diferentes simbolos de un
universo en las diversas partes de una aplicacion, y evitar asi usos indiscriminados.

Hay varias situaciones en las que la ocultacién de simbolos es util; una de ellas es la
redefinicion de simbolos, que consiste en cambiar el comportamiento de una operacion. En
la fig. 1.23, se redefine la operacion elige introducida en el universo CJT_NAT de la fig. 1.22
por otra del mismo nombre que escoge el elemento mas grande del conjunto; para ello, se
oculta la operacion usada y, a continuacion, se especifica la operacion como si fuera nueva.
Cualquier uso del universo MI_CJT_NAT contempla la nueva definicién de elige.

Otra situacion consiste en restringir el conjunto de operaciones validas sobre un TAD. En el
capitulo 3 se especifican de forma independiente los tipos de las pilas y las colas, ambos
variantes de las secuencias vistas en la seccién anterior. Una alternativa, que queda como
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ejercicio para el lector, consiste en especificar ambos tipos a partir de un TAD general para las
secuencias, restringiendo las operaciones que sobre ellos se pueden aplicar: inserciones,
supresiones y consultas siempre por el mismo extremo en las pilas, e inserciones por un
extremo y supresiones y consultas por el otro, en las colas.

universo MI_CJT_NAT es
usa CJT_NAT, NAT, BOOL
esconde elige
ops elige: ¢jt_nat — nat
error elige(Q)
ecnselige({n}) =n; ...
funiverso

Fig. 1.23: redefinicion de la operacion elige de los conjuntos.

Por lo que respecta al modelo, los simbolos ocultados se pueden considerar parte de la
signatura privada usada para restringir el algebra cociente de términos segun se explica en el
apartado 1.4.2.

1.6.3 Renombramiento de simbolos

El renombramiento (ing., renaming) de simbolos consiste en cambiar el nombre de algunos
géneros y operaciones de un universo sin modificar su semdntica inicial (porque el algebra
inicial de una especificacion es una clase de algebras isomorfas, insensible a los cambios de
nombre). Se utiliza para obtener universos mas legibles y para evitar conflictos de tipo al
instanciar universos genéricos (v. apartado siguiente).

Por ejemplo, supongamos la existencia de un universo que especifique las tuplas de dos
enteros (v. fig. 1.24). Si en una nueva aplicacion se necesita introducir el TAD de los
racionales, hay dos opciones: por un lado, definir todo el tipo partiendo de la nada; por el
otro, aprovechar la existencia del universo DOS_ENTEROS considerando los racionales
como parejas de enteros numerador-denominador. En la fig. 1.25 (izq.) se muestra la
segunda opcion: primero, se renombra el género y las operaciones de las parejas de enteros
dentro del universo RAC_DEF vy, seguidamente, se introducen las operaciones del adlgebra
de los racionales que se crean necesarias, con las ecuaciones correspondientes, dentro del
universo RACIONALES. El proceso se puede repetir en otros contextos; asi, en la fig. 1.25
(derecha) se muestra la definicion de las coordenadas de un espacio bidimensional donde
se renombra el género, pero no las operaciones, de las parejas de enteros, por lo que las
operaciones de construccién y consulta de coordenadas tienen el mismo nombre que las
operaciones correspondientes de las parejas de enteros.
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universo DOS_ENTEROS es
usa ENTERO
tipo 2enteros
ops <_, _>: entero entero — 2enteros
_.Cq, _.Co: 2enteros — entero
ecnsV z4,z, € entero
<Z4,2Z5>.Cqy =2Z4; <Zq,Zp>.Co =2Z5
funiverso

Fig. 1.24: especificacion para las tuplas de dos enteros.

universo RAC_DEF es universo COORD_DEF es
usa DOS_ENTEROS usa DOS_ENTEROS
renombra renombra 2enteros por coord
2enteros porrac funiverso
<_,_>por_/_, _.c{pornum, _.coporden
funiverso
universo RACIONALES es universo COORDENADAS es
usa RAC_DEF usa COORD_DEF
ops ()1, -_:rac —>rac ops dist: coord coord — coord
_+, -, _* :racrac —rac ecns...
ecns ... funiverso
funiverso

Fig. 1.25: especificacion de los racionales (izq.) y de las coordenadas (derecha).

1.6.4 Parametrizacion e instanciacion

La parametrizacion permite formular una descripcidon genérica, que puede dar lugar a diversas
especificaciones concretas mediante las asociaciones de simbolos adecuadas. Por ejemplo,
sean dos especificaciones para los conjuntos de naturales y de enteros (v. fig. 1.26); se
puede observar que los universos resultantes son practicamente idénticos, excepto algunos
nombres (nat por entero, cjt_nat por cjt_ent), por lo que el comportamiento de las
operaciones de los conjuntos es independiente del tipo de sus elementos. Por esto, en vez
de especificar unos conjuntos concretos es preferible especificar los conjuntos de cualquier
tipo de elementos (v. fig. 1.27). Esta especificacion se llama especificacion parametrizada o
genérica (ing., parameterised o generic specification) de los conjuntos; los simbolos que
condicionan el comportamiento del universo genérico se llaman parametros formales (ing.,
formal parameter) y se definen en universos de caracterizacion, cuyo nombre aparece en la
cabecera del universo genérico. En el caso de los conjuntos, el parametro formal es el
género elem, que esta definido dentro del universo de caracterizacion ELEM.
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universo CJT_NAT es universo CJT_ENT es
usa NAT usa ENTER
tipo cjt_nat tipo cjt_ent
ops J: — cjt_nat ops @: — cjt_ent
_{_} cjt_nat nat — cjt_nat _U{_}: cjt_ent enter - cjt_ent
ecns Vsecjt_nat; Vn,menat ecns Vsecjt_ent; Vn,meenter
su{n}uf{n} = su{n} su{n}uf{n} = su{n}
su{nju{m} = su{mpu{n} su{nju{m} = su{mpu{n}
funiverso funiverso

Fig. 1.26: especificacion de los conjuntos de naturales y de enteros.

universo CJT (ELEM) es universo ELEM caracteriza
tipo cjt tipo elem
ops J: — cjt funiverso

_U{_}: citelem —cijt
ecns Vsecjt; Vn,me elem
su{n}u{n} = su{n}; su{nju{m} =su{m}u{n}
funiverso

Fig. 1.27: especificacion de los conjuntos genéricos (izq.) y
caracterizacion de los elementos (der.).

Para crear un universo para los conjuntos de naturales debe efectuarse lo que se denomina
una instancia (ing., instantiation o actualisation) del universo genérico (v. fig. 1.28), que
consiste en asociar unos parametros reales (ing., actual parameter) a los formales; por este
motivo, la instancia también se denomina paso de parametros (ing., parameter passing). La
clausula "instancia" indica que se crea un nuevo tipo a partir de la descripcion genérica dada
en CJT(ELEM) a través de la asociacion de nat a elem. Ademas, se renombra el simbolo
correspondiente al género que se habia definido, porque, de lo contrario, toda instancia de
CJT(ELEM) definiria un género con el mismo nombre; opcionalmente, y para mejorar la
legibilidad, se podria renombrar algun otro simbolo. El resultado de la instancia es idéntico a
la especificaciéon de los conjuntos de naturales de la fig. 1.26; ndtese, sin embargo, la
potencia del mecanismo de parametrizacion que permite establecer el comportamiento de
mas de un TAD en un unico universo.

universo CJT_NAT es
usa NAT
instancia CJT(ELEM) donde elem es nat
renombra cjt por cjt_nat

funiverso

Fig. 1.28: instancia de los conjuntos genéricos para obtener conjuntos de naturales.
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Este caso de genericidad es el mas simple posible, porque el parametro es un simbolo que
no ha de cumplir ninguna condicién; de hecho, se podria haber simulado mediante
renombramientos adecuados. No obstante, los parametros formales pueden ser simbolos
de operacién a los que se exija cumplir ciertas propiedades. Por ejemplo, consideremos los
conjuntos con operacion de pertenencia de la fig. 1.29; en este caso se introduce un nuevo
parametro formal, la operacién de igualdad _=_ sobre los elementos de género elem (no
confundir con el simbolo '=' de las ecuaciones). Es necesario, pues, construir un nuevo
universo de caracterizacion, ELEM_=, que defina el género de los elementos con operacion
de igualdad. Para mayor comodidad en posteriores usos del universo, se requiere también la
operacion _#_ definida como la negacidn de la igualdad; para abreviar, y dada la ecuacién que
define totalmente su comportamiento, consideraremos que _#_ se establecera
automaticamente a partir de _=_ en toda instancia de ELEM_=. Notemos que las ecuaciones
de _=_ no definen su comportamiento preciso, sino que establecen las propiedades que
cualquier parametro real asociado ha de cumplir (reflexividad, simetria y transitividad). Al
efectuar una instancia de CJT_e, sdlo se puede tomar como tipo base de los conjuntos un
género que tenga una operacion con la signatura correcta y que cumpla las propiedades
citadas; por ejemplo, la definicidon de los enteros de la fig. 1.14 no permite crear conjuntos de
enteros, porque no hay ninguna operacion que pueda desempefiar el papel de la igualdad,
mientras que si que lo permiten los naturales de la fig. 1.10 (v. fig. 1.30). Destaquemos por
ultimo que la instancia puede asociar expresiones (que representan operaciones anénimas)
a los parametros formales que sean operaciones, siempre y cuando cada expresion cumpla
las ecuaciones correspondientes.

universo CJT_e (ELEM_=) es universo ELEM_= caracteriza
usa BOOL usa BOOL
tipo cjt tipo elem
ops @: — cjt ops _=_,_#_:elemelem — bool
_u{_ ) citelem —cijt ecns Yv,v4,Vo,Vae elem
_e_: elem cjt — bool (v=v) =cierto
ecns Vsecjt; Vh,meelem [vi=Vvo] = (vo =v4) =cierto
su{nju{n} = su{n} [(v1=V2) A (Vo =V3)] = (vq =V3) = cierto
su{npu{m} = su{mpufn} (Vi #Vp) == (v4=Vy)
ne @ =falso funiverso
nesufmi=(n=m)v(nes)
funiverso

Fig. 1.29: especificacion de los conjuntos genéricos con operacion de pertenencia
(izquierda) y caracterizacion de sus elementos con la operacién de igualdad (derecha).

Destaquemos que tanto CJT_e como ELEM_= se podrian haber creado como

enriquecimientos de CJT y ELEM, respectivamente, con la clausula "usa". Precisamente, el
mecanismo de uso se ve afectado por la existencia de los universos de caracterizacion:
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universo CJT_e_NAT es
usa NAT
instancia CJT_e (ELEM_=) donde elem es nat, = es NAT.ig
renombra cjt por cjt_nat

funiverso

Fig. 1.30: instancia correcta de los conjuntos genéricos con operacion de pertenencia.

- Si un universo A de caracterizacion usa otro B de definicidn, todos los simbolos de B
estan incluidos en A, pero no son parametros. Es el caso de ELEM_= usando BOOL.

- Si un universo A de caracterizacion usa otro B, también de caracterizacién, todos los
simbolos de B estan incluidos en A y ademas se consideran parametros. Es el caso de
ELEM_= definido como enriquecimiento de ELEM.

- Un universo de definicidon no puede usar uno de caracterizacion.

La sintaxis introducida puede producir ambigiiedades en algunos contextos. Por ejemplo,
supongamos que queremos especificar los pares de elementos cualesquiera dentro de un
universo parametrizado y preguntémonos cdmo se pueden caracterizar los dos parametros
formales resultantes (los tipos de los componentes de los pares). Una primera opcién es
definir un universo de caracterizacion DOS_ELEMS que simplemente incluya los dos
géneros; otra posibilidad consiste en aprovechar la existencia del universo ELEM 'y repetirlo
dos veces en la cabecera, indicando que se necesitan dos apariciones de los parametros
que en él residen. Ahora bien, en este caso los dos parametros formales son indistinguibles:
¢,como referenciar el tipo de los primeros elementos si tiene el mismo nombre que el de los
segundos? Por ello, al nombre del universo de caracterizacién le debe preceder un
identificador, que después se puede usar para distinguir los simbolos, tal como se muestra
en la fig. 1.31; notemos que la instancia para definir los pares de enteros da como resultado
el mismo TAD especificado directamente en la fig. 1.24. En general, siempre se puede
preceder el nombre de un universo de caracterizacion de otro identificador, si se considera
que la especificacion resultante queda mas legible.

universo PAR (A, B son ELEM) es universo DOS_ENTEROS es
tipo par usa ENTERO
ops<_,_>:A.elem B.elem — par instancia PAR (A, B son ELEM) donde
_.Cq:par —> A.elem A.elem es entero, B.elem es entero
_.Co:par —> B.elem renombra par por 2enteros
€CNS <Vq, Vo>.Cy = Vq; <V4, Vo>.Co =V,  funiverso
funiverso

Fig. 1.31: especificacion de los pares de elementos (izq.) y una posible instancia (derecha).
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A veces, una instancia so6lo se necesita localmente en el universo que la efectia; en este
caso, la palabra clave "instancia" va seguida del calificativo "privada", indicando que los
simbolos definidos en el universo parametrizado no son exportables tras la instancia.

Estudiamos a continuacion el concepto de instancia parcial que generaliza el mecanismo de
genericidad presentado hasta ahora. Lo hacemos con un ejemplo de futura utilidad: los
conjuntos estudiados en esta seccion son conjuntos infinitos, sin ninguna restricciéon sobre
su capacidad; si posteriormente se implementan usando un vector dimensionado con un
maximo, y no tratamos ecuacionalmente esta limitacion sobre el modelo, obtenemos una
implementacion que contradice la especificacion. Para explicitar los requerimentos de
espacio, se incorpora al universo un nuevo parametro formal que dé el niumero maximo de
elementos que puede tener un conjunto, definiéndose dentro de un nuevo universo de
caracterizacion, VAL_NAT. El resultado aparece en la fig. 1.32; destaca la operacion
cuantos para contar el numero de elementos del conjunto, que ha de controlar siempre la
aparicién de repetidos. Se define una nueva operacion visible, lleno?, para que exista un
medio para saber si un conjunto esta lleno sin tener que provocar el error correspondiente.

universo CJT_e_ACOTADO (ELEM_=, VAL_NAT) es
usa NAT, BOOL
tipo cjt
ops J: — cjt
_U{_} citelem —cijt
_€_:elem cjt —» bool
lleno?: cjt — bool
privada cuantos: cjt — nat
error Vsecjt; Vne elem: [lleno?(s) A~ nes] = su{n}
ecns Vsecjt; Vn,me elem_cijt
su{n}ui{n} = su{n}; su{n}u{m}=su{miuin}
ne @ =falso; nesu{fm}=(m=n) v(n e s)
lleno?(s) = NAT.ig(cuantos(s), val)
cuantos(d) = cero
[ne s] = cuantos(su{n}) = cuantos(s)
[- nes] = cuantos(su{n}) = suc(cuantos(s))
funiverso

universo VAL_NAT caracteriza
usa NAT, BOOL
opsval: — nat
ecns val > cero = cierto
funiverso

Fig. 1.32: especificacion de los conjuntos acotados (arriba) y del parametro formal val (abajo).
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Ahora pueden realizarse instancias parciales. Por ejemplo, se puede definir un universo para
los conjuntos de naturales sin determinar todavia su capacidad maxima, tal como se muestra
en la fig. 1.33; el resultado es otro universo genérico que, a su vez, puede instanciarse con
un valor concreto de maximo para obtener finalmente un conjunto concreto.

universo CJT_e_ACOTADO (ELEM_=, VAL_NAT)es...

universo CJT_NAT_e_ACOTADO (VAL_NAT) es
usa NAT
instancia CJT_e_ACOTADO (ELEM_=, VAL_NAT) donde
elem es nat, = es NAT.ig
renombra cjt por cjt_nat
funiverso

universo CJT_50_NAT_c es
usa NAT
instancia CJT_NAT_e_ACOTADO (VAL_NAT) donde
val es suc(...suc(cero)...) {50 veces suc}
renombra cjt_nat porcjt_50_nat
funiverso

Fig. 1.33: cabecera para los conjuntos acotados (arriba), instancia parcial para los conjuntos
acotados de naturales (en el medio) e instancia determinada a partir de la misma (abajo).

Por ultimo, comentamos el impacto de la parametrizacidon en el significado de una
especificacion. El modelo de los universos genéricos deja de ser una clase de algebras para
ser una funcién entre clases de algebras; concretamente, un morfismo que asocia a las
clases de algebras correspondientes a la especificacion de los parametros formales (es decir,
todas aquellas algebras que cumplen las propiedades establecidas sobre los pardmetros
formales) las clases de algebras correspondientes a todos los resultados posibles de una
instancia. Asi, el paso de parametros es fundamentalmente un morfismo que tiene como
dominio la especificacién correspondiente a los parametros formales y como codominio la
especificacion correspondiente a los parametros reales; este morfismo induce otro, que va
de la especificacion parametrizada a la especificacion resultante de la instancia. La principal
condicion de correccion de la instancia es la proteccidon de los parametros reales, es decir,
que su semantica no se vea afectada en el universo resultado de la instancia.

Técnicamente hablando, el modelo de una especificacion parametrizada no es una
correspondencia entre clases de algebras sino entre categorias (ing., cathegory) de
algebras; la diferencia consiste en que una categoria incluye no sélo algebras sino tambén
morfismos entre ellas (y alguna cosa mas). El modelo se convierte en lo que se denomina un
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funtor (ing., functor), que asocia clases a clases y morfismos a morfismos. Los conceptos
tedricos dentro del campo de las categorias y los funtores son realmente complejos y
quedan fuera del ambito de este libro; en [EhM85, caps. 7 y 8] se puede encontrar una
recopilacion de la teoria de categorias aplicada al campo de la especificacion algebraica, asi
como la construccion del algebra cociente de términos para especificaciones parametrizadas,
que se usa también para caracterizar el modelo.

1.6.5 Combinacion de los mecanismos

En los apartados anteriores ha surgido la necesidad de combinar dentro de un mismo
universo el mecanismo de instanciacion y el de renombramiento. Se puede generalizar esta
situacion y permitir combinar dentro de un universo todos los mecanismos vistos, en el orden
y el nUmero que sea conveniente para la construccién de un universo dado. Por ejemplo, en
el apartado 1.6.3 se han definido los racionales en dos pasos: primero se ha escrito
RAC_DEF como renombramiento de DOS_ENTEROS vy después se ha enriquecido aquél
para formar el universo definitivo, RACIONALES. Esta solucion presenta el inconveniente de
la existencia del universo RAC_DEF, que no sirve para nada. En la fig. 1.34 se muestra una
alternativa que combina el renombramiento y la definicién de las nuevas operaciones
directamente sobre RACIONALES, sin ningun universo intermedio.

universo RACIONALES es
usa DOS_ENTEROS
renombra 2enteros por racional, <_, _>por_/_
_.Cq{pornum, _.c,porden

ops ()1, -_: racional — racional
_+_,_-_,_* :racional racional — racional
ecns
funiverso

Fig. 1.34: definicion de los racionales a partir de las tuplas de enteros en un unico universo.

Mas compleja es la siguiente situacion: el mecanismo de parametrizacion ha de poder usarse
imbricadamente, de manera que un parametro formal dentro un universo pueda ser, a su vez,
parametro real de otro universo. Asi, supongamos una especificacién parametrizada para las
cadenas de elementos reducida a las operaciones Ay _._ (v. el apartado 1.5.1) y una nueva,
menores, que dada una cadena y un elemento devuelve un conjunto de todos los
elementos de la cadena mas pequenos que el elemento dado. El universo genérico
resultante (v. fig. 1.35) tiene dos parametros formales, el género elem y una operacion de
orden, _<_, que compara dos elementos y dice cual es menor; los dos parametros se
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encapsulan en el universo de caracterizacion ELEM_< (v. fig. 1.36). Dado que la operacion
menores devuelve un conjunto de elementos del mismo tipo de los de la cadena, sera
necesario efectuar una instancia de una especificacién para los conjuntos (por ejemplo,
elegimos la de la fig. 1.29); los parametros reales de esta instancia son los parametros
formales de las cadenas, para garantizar que los elementos de ambos TAD sean los mismos.

universo CADENA (A es ELEM_<) es
tipo cad
instancia CJT(B es ELEM) donde B.elem es A.elem
renombra cjt por cjt_elem
opsA: — cad
_._:A.elem cad — cad
menores: cad A.elem — cjt_elem
ecns Vcecad; Vn,meA.elem
menores(A, n)=Q
[m < n] = menores(m.c, n) = menores(c, n)u{m}
[~ m < n] = menores(m.c, n) = menores(c, n)
funiverso

Fig. 1.35: especificacion de las cadenas con operacion menores.

universo ELEM_< caracteriza
usa BOOL
tipo elem
ops_<_: elem elem — bool
ecns Vv,v4,Vo,Vzeelem
v <v =falso
((vq < Vo) = =(vp < vyq)) = cierto
((vq < Vo) A (Vo <V3z)= vy <Vg)=cierto
funiverso

Fig. 1.36: definicion de los elementos con operacion de orden.

1.7 Ejecucion de especificaciones

En las secciones anteriores y en los capitulos sucesivos, se considera una especificacion
como una herramienta de descripcion de tipo de datos, que vendra seguida por una
implementacidn posterior. Para acabar este capitulo, se estudia la posibilidad de aprovechar
el trabajo de especificar para obtener un primer prototipo ejecutable del programa (altamente
ineficiente, eso si) mediante un mecanismo llamado reescritura, que es una evolucion de
unes reglas de célculo conocidas con el nombre de deduccién ecuacional.
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1.7.1 La deduccion ecuacional

Dado que la especificacion de un TAD se puede considerar como la asercidn de propiedades
elementales, parece logico plantearse la posibilidad de demostrar propiedades de estos
TAD. Por ejemplo, dada la especificacion de la fig. 1.16, se puede demostrar la propiedad de
los naturales suma(suc(suc(cero)), suc(cero)) = suc(suc(suc(cero))) aplicando las ecuaciones
adecuadas previa asignacion de las variables:

suma(suc(suc(cero)), suc(cero)) = {aplicando 2 con n = suc(suc(cero)) y m = cero}
= suc(suma(suc(suc(cero)), cero) = {aplicando 1 con n = suc(suc(cero))}
= suc(suc(suc(cero)))

Este proceso se denomina deduccidn ecuacional (ing., equational calculus). La deduccion
ecuacional permite construir, mediante una manipulacidn sistematica de los términos, la
llamada teoria ecuacional de una especificacion SPEC, abreviadamente Teogpgc, que es el
conjunto de propiedades vélidas en todas las algebras de esta especificacion; llamaremos
teorema ecuacional a cada una de las propiedades t; = t, que forman Teogpgc Y lO
denotaremos mediante SPEC — t; =t,.

Dada la especificacion SPEC = (SIG, E), SIG = (S, OP), y los conjuntos V y W de variables
sobre SIG, V,W eVarsgg, la teoria ecuacional Teogpec se construye segun las reglas
siguientes:

- Todas las ecuaciones basicas estan dentro de Teogpgc: Vi=t'c E: t=t'c TeOgpgc.

- Los teoremas ecuacionales son reflexivos, simétricos y transitivos:
Vit o ts by to,ts € Tgig(V):
O t=t e Teogpgc.
O ty=t, e Teogpec = to=t; € TeOgpec.
O ty=ty e Teogpec A to=t3 € TeOgpec = t1=t3 € TeOgpEc.

- Toda asignacion de términos a las variables de un teorema ecuacional da como
resultado otro teorema ecuacional:
Vit iyt GTS|G(V ) Vasy:asy: V> TSIG(W ):

ti=t2ceTeo (t,) =eval t,)eTeo

SPEC = eVa'v,Ts|G0N) V,TS|G(W)( SPEC"

- Una operacién aplicada sobre dos conjuntos diferentes de términos que, tomados por
parejas, formen parte de Teogpec, da como resultado un nuevo teorema ecuacional:

-Vop:op e OPS1 HAYA PP S tl1€TSIG,s1(V)”'th’ vttt e TSIG,sn(V)

...8p—s’

{Vi:1<i<n:tj=tjeTeogpec t = op(ty, ..., t))=op(ty, ..., t',)e TeOgpec

- Nada mas pertenece a TeOgpgc.
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La definicion de Teogpec recuerda a la de la congruencia =g inducida por las ecuaciones; la
diferencia es que los teoremas son propiedades universales que todavia pueden contener
variables, mientras que en el algebra cociente de términos sélo hay términos sin variables. El
nexo queda claro con la formulacién del teorema de Birkhoff, que afirma: SPEC +— t;=1, si
y solo si t; =, es vélida dentro de todas las SPEC-algebras.

En general, dada una especificacion SPEC, no existe un algoritmo para demostrar que
SPEC + t; =t5; el motivo principal es que las ecuaciones se pueden aplicar en cualquier
sentido y por eso pueden formarse bucles durante la demostracién del teorema. El
tratamiento de este problema conduce al concepto de reescritura de términos.

1.7.2 La reescritura

La reescritura de términos (ing., term-rewriting) o, simplemente, reescritura, es una
derivacién del mecanismo de deduccién ecuacional que, en determinadas condiciones,
permite usar una especificacién como primer prototipo ejecutable de un TAD. Consiste en la
manipulacion de un término t usando las ecuaciones de la especificacidon hasta llegar a otro
término lo mas simplificado posible; en el caso de que t no tenga variables, el resultado
estard dentro de la misma clase de equivalencia que t en el algebra cociente (es decir,
representa el mismo valor), y se denominara forma normal de t, denotada por tl; usualmente,
la forma normal coincide con el representante canénico de la clase del término.

Dada una especificacion SPEC = (S, OP, E ), se puede construir un sistema de reescritura
(ing., term-rewriting system) asociado a SPEC orientando las ecuaciones de E para obtener
reglas de reescritura (ing., term-rewriting rules), que indican el sentido de la sustitucion de
los términos; el punto clave estriba en que esta orientacion ha de preservar un orden en el
"tamafno” de los términos, de manera que la parte izquierda de la regla sea "mayor" que la
parte derecha. Por ejemplo, dada la especificacion habitual de la suma de naturales:

E1) suma(cero, n) =n
E2) suma(suc(m), n) = suc(suma(m, n))

es necesario orientar las ecuaciones de izquierda a derecha para obtener las reglas:

R1) suma(cero, n) - n
R2) suma(suc(m), n) — suc(suma(m, n))

Este sistema de reescritura permite ejecutar el término suma(suc(cero), suc(cero)) aplicando

primero la regla 2 con m = cero y n = suc(cero) y, a continuacion, la regla 1 con n = suc(cero)
para obtener la forma normal suc(suc(cero)) que denota el valor 2 de los naturales.

Dado un sistema de reescritura R, se plantean dos cuestiones fundamentales:
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- ¢, Todo término tiene alguna forma normal usando las reglas de R ? En tal caso, se dice
que R es de terminacién finita o noetheriano. Algunas situaciones son especialmente
inconvenientes para la terminacion finita, como la conmutatividad y la asociatividad; asi,
es imposible orientar la ecuacién suma(m, n) = suma(n, m). Por ello, existen algunas
técnicas para la generacion de sistemas de reescritura que tratan estas propiedades.

- ¢ Todo término tiene una unica forma normal segun R ? En tal caso, se dice que R es
confluente. y cumple el lema del diamante: si un término se puede reescribir en otros
dos diferentes usando las reglas de R, la forma normal de estos dos es la misma.

Todo sistema de reescritura R asociado a una especificacion SPEC que sea confluente y
noetheriano se llama candnico (ing., canonical) y cumple dos propiedades fundamentales:
todo término sin variables tiene una unica forma normal usando las reglas de R, y la
demostracién de teoremas ecuacionales es decidible, siendo SPEC = t; =t, & td = tod,
donde la igualdad de las formas normales =, representa la igualdad sintactica de los términos.
Si una especificacion puede convertirse en un sistema de reescritura canoénico, la ejecucién
de especificaciones se reduce al célculo de formas normales: dado un término t sobre una
signatura, su manipulacién por un sistema de reescritura candnico resulta en su forma normal
(unica y siempre existente), que es su valor dentro del algebra cociente de términos.

Debe tenerse en cuenta que, generalmente, la terminacién finita es indecidible, a pesar de
que existen condiciones suficientes sobre la forma de las ecuaciones para garantizarla.
Ademas, la confluencia tampoco suele ser decidible; ahora bien, si un sistema de reescritura
es de terminacion finita entonces si que lo es. En este contexto, es importante conocer la
existencia de un algoritmo llamado algoritmo de compleccion o de Knuth-Bendix, que
intenta convertir una especificacién en un sistema canonico de reescritura. La aplicacion de
este algoritmo puede no acabar, en cuyo caso no se puede afirmar nada sobre la confluencia
o noetherianidad (simplemente el método ha fracasado en esta especificacién concreta), o
bien acabar de dos maneras posibles: correctamente, obteniéndose el sistema de
reescritura candnico resultado de orientar las reglas, o bien sin éxito, porque ha sido
imposible orientar alguna ecuacién y entonces no se puede asegurar la terminacién finita. En
el caso de que finalice con éxito, el algoritmo puede haber anadido mas ecuaciones para
garantizar la confluencia del sistema, que seran deducibles de las ecuaciones iniciales.

Se han publicado varios articulos de introduccion al tema de la reescritura; se puede
consultar, por ejemplo, la panoramica ofrecida por J.P. Jouannaud y P. Lescanne en
"Rewriting Systems" (Technique et Science Informatiques, 6(3), 1987), o bien el capitulo 6
del libro Handbook of Theoretical Computer Science, Vol. B: Formal Methods and
Semantics, Editorial Elsevier, 1990, capitulo escrito por N. Dershowitz y J.-P. Jouannaud.
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Ejercicios
1.1 Dada la signatura:

universoYes
tipo y, nat
opscrea: >y
modif: y nat nat - y
f.yy — nat
hiyy -y
cero: — nat
suc: nat — nat
funiverso

a) Clasificar las operaciones por su signatura (es decir, construir los conjuntos OP,,_).
b ) Escribir unos cuantos términos de géneroy.

c¢) Repetir b) considerando un conjunto de variables X= (X, , X,a), X, ={z}, Xhat ={X, y}.

d) Escribir al menos tres Y-algebras que respondan a modelos matematicos o informaticos
conocidos, y dar la interpretacion de los géneros y los simbolos de operacién de Y.

e ) Describir el algebra de términos Ty.

f) Evaluar el término t = f(h(crea, modif(crea, suc(cero), suc(suc(cero)))), crea) dentro de
todas las algebras de d).

g) Dar una funcién de asignacion de las variables de c) dentro de las élgebras de d).

h) Evaluar el término t' = f(h(z, modif(crea, x, suc(cero))), crea) dentro de las algebras de d),
usando las asignaciones de g).

1.2 a)Dada la signatura:

universoYes

tipoy, nat

opscrea: >y
an:ynat -y
f.y - nat
cero: — nat
suc: nat — nat

, funiverso

i) Clasificar las operaciones por su signatura.

ii) Escribir al menos cinco Y-algebras que respondan a modelos matematicos o
informaticos conocidos, y dar la interpretacion de los géneros y los simbolos de
operacién de Y.

iii) Escribir el algebra de términos Ty, encontrando una expresion general recursiva para
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los términos de los conjuntos base.

iv) Evaluar el término t = f(af(afi(afi(crea, suc(cero)), cero), suc(suc(cero)))) dentro de
todas las algebras de ii).

b) Dada la especificacion SY = (Y, EY), EY = {f(afi(s, n)) = suc(f(s)), f(crea) = cero }, se pide:
i) Decir si las ecuaciones se satisfacen o no en las algebras de a.ii).
ii) Encontrar el algebra cociente de términos Tgy, y escoger representantes canénicos
para las clases.
iii) Determinar si una o mas de una de las algebras de a.ii) es isomorfa a Tgy (en caso
contrario, buscar otra Y-algebra que lo sea).

iv) Clasificar las algebras de a.ii) en: modelos iniciales de SY, SY-algebras e Y-algebras.

1.3 Dada la especificacion:

universo MISTERIO es
tipo misterio
0ops z: — misterio
f: misterio — misterio
funiverso
a) ¢ Cual es su modelo inicial?
b) ¢ Cual es el modelo inicial de MISTERIO si afiadimos la ecuacion f(z) =z ?
¢) ¢, Cual es el modelo inicial de MISTERIO si afadimos la ecuacion f(f(z)) =z ?

1.4 Dada la especificacion QUI_LO_SA:

universo QUI_LO_SA es
tipo qui_lo_sa
ops z: —» qui_lo_sa
f: qui_lo_sa — qui_lo_sa
h: qui_lo_sa qui_lo_sa — qui_lo_sa
ecns Vr,sequi_lo_sa
h(r,z)=r
h(r, f(s)) = f(h(r, s))
funiverso

justificar brevemente si los modelos siguientes son o no son iniciales:

a) Secuencias de ceros (0%, A, afi, conc); af es afiadir un "0" y conc es la concatenacion.
b) Naturales con operacion de suma (N , 0, +1, +).

¢) Matrices 2x2 de naturales (M,,»(N ), (00; 0 0), (+1 +1; +1 +1), +).

d) Igual que c), con la restricciéon de que todos los elementos de la matriz deben ser iguales.
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1.5 Sea la especificacion de la figura siguiente, donde se supone que las especificaciones
BOOL y NAT especifican el dlgebra de Bool B y los naturales N , respectivamente:

universo QUE_SOY_YO es
usa BOOL, NAT
tipoqué_soy_yo
0ops A: — qué_soy_yo
an: qué_soy_yo nat — qué_soy_yo
esta?: qué_soy_yo nat — bool
ecns Vn,menat; Vre qué_soy_yo
esta?(A, n) = falso
esta?(afi(r, n), m) = NAT.ig(m, n) v esta?(r, m)
funiverso

a) Demostrar que las élgebras siguientes son QUE_SOY_YO-algebras y comprobar que no
son el modelo inicial.

i) Aboor=B, Ana= N | Ague soy yo= P(N) {conjuntos de naturales}
Aa=@ {conjunto vacio}
afia: PN)x N = P(N)
(C,n) > an,(C,n)=C u{n}
esta?,: PN)xN —» B
(C,n) > esta?,5(C,n)=neC
i1) Booo1= B, Bnar= N, Bus soy yo= N “~ {secuencias ordenadas de naturales}
Ag= A {secuencia vacia}
aiig: N*_ x N = N*_
(I, n) — ang(l, n) = afiadir n al ordenadamente
esta?s:N“_xN - B
(I, n) —> esta?g(l, n) = si n esta dentro de | entonces cierto, sino falso
iii) Cpoo1= B, Crar= N, Cqus soy yo= M(N)  {multiconjuntos de naturales')
Ac= @ {multiconjunto vacio}
anc: M(N)x N - M(N)
(M, n) > afg(M, n)=Muy{n} {Uy es la union de multiconjuntos'?}
esta?c: M(N)xN - B

(M, n) - esta?c(M,n)= neC
b) Comprobar que Tque sov_vo,qué_soy_yo = N * y que el modelo inicial de esta especificacién
es Taue sov vo=(B, N , N ) con las operaciones adecuadas.

c¢) Determinar el modelo inicial de la especificacion QUE_SOY_YO al afadirle la ecuacion
an(an(r, x), y) = an(af(r, y), x). Justificar la eleccién dando el isomorfismo con Tque soy vo-

* Un multiconjunto es un conjunto que admite repeticiones; es decir, el multiconjunto {1} es diferente
del multiconjunto {1,1}. La unién de multiconjuntos conserva, pues, las repeticiones.
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d) Determinar y justificar el modelo inicial de la especificacion QUE_SOY_YO cuando se le
afnade la ecuacioén af(afi(r, x), x) = an(r, x).

e ) Determinar y justificar el modelo inicial de la especificacion QUE_SOY_YO cuando se le
afaden las dos ecuaciones de c¢) y d) a la vez.

1.6 Sea la especificacion de la teoria de grupos:

universo TEORIA_GRUPOS es

tipog
opse: —»g {elemento neutro}
_+.:99—>9g

i:g — g {inverso}
ecnsvx,y,zeg: x+e=xx+ix)=€;(x+y)+z=x+(y + 2)
funiverso

Usando deduccién ecuacional, determinar si las ecuaciones siguientes son teoremas
ecuacionales de este modelo, especificando claramente los pasos de las demostraciones.
a)(x+y)+ily)=x. b)x+ile) =x. ¢)e+i(i(x)) = x. d) x+i(i(y)) =x+y.e) e+ x =x. f)i(e) =e.
g)ix)+x=e.

1.7 Especificar los vectores de indices los naturales de 1 a n que ofrecen los lenguajes de
programacion imperativos (Pascal, C, etc.) con operaciones de: crear un vector con todas las
posiciones indefinidas, modificar el valor del vector en una posicién dada y consultar el valor
del vector en una posicion dada; si se consulta el valor de una posicién todavia indefinida,
dar error. Expresar el resultado dentro de un universo parametrizado. Hacer una instancia.

1.8 Especificar las matrices nxm de naturales con las operaciones habituales. Expresar el
resultado dentro de un universo parametrizado. Hacer una instancia.

1.9 Dada la especificacion de los conjuntos genéricos con operacion de pertenencia y un
numero maximo de elementos, CONJUNTO_e_ACOTADO(ELEM_=, VAL_NAT) , escribir
otro universo de cabecera CONJUNTO2(ELEM_=, VAL_NAT) que use el anterior y defina las
operaciones _n_ (interseccion de conjuntos), _u_ (unién de conjuntos) y _>_ (inclusion de
conjuntos). Hacer una instancia para los conjuntos de, como maximo, 50 naturales, y otra
para los conjuntos de, como maximo, 30 conjuntos de, como maximo, 20 naturales.

1.10 Especificar una calculadora de polinomios, que disponga de n memorias para guardar
resultados intermedios, y de un polinomio actual (que se ve por el visualizador de la
calculadora). Las operaciones de la calculadora son: crear la calculadora con todas las
memorias indefinidas y de polinomio actual cero, afadir un término al polinomio actual,
recuperar el contenido de una memoria sobre el polinomio actual, guardar el polinomio actual
sobre una memoria, sumar, restar y multiplicar los polinomios residentes en dos memorias,
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derivar el polinomio residente en una memoria (estas cuatro ultimas operaciones dejan el
resultado sobre el polinomio actual) y evaluar el polinomio residente en una memoria en un
punto dado. Las operaciones han de controlar convenientemente los errores tipicos,
basicamente referencias a memorias indefinidas o inexistentes. Usar la especificacién de los
polinomios del apartado 1.5.1, y enriquecerla si es necesario.

1.11 a) Enriquecer la especificacion de las cadenas dada en el apartado 1.5.1
(considerandola parametrizada por el tipo de los elementos) con las operaciones:

elimina: cadena — cadena, elimina de la cadena todas las apariciones consecutivas de un
mismo elemento y deja solo una

selecciona: cadena — cadena, forma una nueva cadena con los elementos que aparecen
en una posicién par de la cadena; por ejemplo, selecciona(especificacion) = seiiain

es_prefijo?: cadena cadena — bool, dice si la primera cadena es prefijo de la segunda;
considerar que toda cadena es prefijo de si misma

es_subcadena?: cadena cadena — bool, dice si la primera cadena es subcadena de la
segunda; considerar que toda cadena es subcadena de si misma

especula: cadena — cadena, obtiene la imagen especular de una cadena; asi,
especular(especificacién) = ndicacificepse

b) A continuacién, hacer una instancia del universo del apartado anterior con cadenas de
cualquier cosa, de manera que el resultado sea un género de nombre cad_cad que
represente las cadenas de cadenas de cualquier cosa.

¢) Enriquecer el universo del apartado b) con las operaciones siguientes:

aplana: cad_cad — cadena, concatena los elementos de la cadena de cadenas dada; asi,
aplana([hola, que, A, tal]) = holaquetal, donde los corchetes denotan una cadena de
cadenas y A denota la cadena vacia

distr_izq: elem cad_cad — cad_cad, dado un elemento v y una cadena de cadenas L,
afade v por la izquierda a todas las cadenas de L; por ejemplo, distr_izq(x, [hola, que,
A, tal]) = [xhola, xque, x, xtal]

subcadenas: cadena — cad_cad, dada una cadena |, devuelve la cadena de todas las
subcadenas de | conservando el orden de apariciéon de los elementos; por ejemplo,
subcadenas(abc) = [abc, ab, ac, bc, a, b, ¢, 1]

inserta: elem cad_cad — cad_cad, dado un elemento v y una cadena de cadenas L,
devuelve la cadena con todas las cadenas resultantes de insertar v en todas las
posiciones posibles de las cadenas de L; por ejemplo, inserta(x, [abc, d]) =
[xabc, axbc, abxc, abcx, xd, dx]

1.12 a) Especificar un universo que describa el comportamiento de una urna que pueda
ser utilizada por diferentes colectivos (sociedades andnimas, partidos politicos, asambleas
de alumnos, etc.) para aceptar o rechazar propuestas a través de votacién, cuando les falle la
via del consenso o el engafio. Este universo ha de definir un TAD urna con operaciones:
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inic: colectivo — urna, prepara la urna para ser usada por un colectivo

vota: urna miembro bool — urna, un miembro emite un voto favorable o desfavorable

may_absoluta: urna — bool, dice si el nimero de votos favorables supera la mitad de la
totalidad de votos del colectivo

may_simple: urna — bool, dice si el numero de votos favorables supera la mitad de la
totalidad de votos emitidos por el colectivo

El universo ha de poder ser instanciado con cualquier clase de miembro y colectivo, y ha de
prever que hay colectivos en los que miembros diferentes pueden disponer de un nimero
diferente de votos. De todas formas, para garantizar un cariz minimamente democratico, la
urna solo ha de poder ser usada si no hay ningin miembro que tenga mas del 50% de los
votos totales del colectivo. Especificar la urna en un universo genérico con los pardmetros
que se consideren oportunos.

b) Construir una especificacion que sirva para modelizar una sociedad especuladora,
fundada por tres personas y regida por las siguientes directrices:
- Los miembros de la sociedad (socios, entre los cuales estan los fundadores) se
identifican mediante una cadena de caracteres.
- Los tres fundadores disponen de dos votos cada uno a la hora de tomar decisiones; el
resto de socios solo dispone de un voto por cabeza.

La sociedad estara dotada de un mecanismo de toma de decisiones por mayoria simple.

El universo donde se encapsule esta especificacion ha de tener las operaciones:
fundacion: socio socio socio — sociedad, crea la sociedad con los tres socios fundadores
anadir: sociedad socio — sociedad, afilade un nuevo socio; error si ya estaba
es_socio?: sociedad socio — bool, dice si el socio esta en la sociedad
inicio_votacion: sociedad — sociedad, prepara la futura votacion
afnade_voto: sociedad socio bool — sociedad, cuenta el voto del socio
prospera: sociedad — bool, contesta si la propuesta se acepta

Hay un universo SOCIO que define el género socio y la operacion ident: socio — cadena
(entre otras). También se puede utilizar el resultado del apartado a) y el universo PAR de la
fig. 1.31.

1.13 Una hoja de célculo puede considerarse como una matriz rectangular de celdas, las
cuales se identifican por su coordenada (par de naturales que representan fila y columna).
Dentro de una celda puede no haber nada, puede haber un valor entero o puede haber una
férmula. De momento, para simplificar la especificacion, supondremos que las férmulas son
de la forma a+ b, donde a y b son coordenadas de celdas. Definimos la evaluacion de una
celda recursivamente del siguiente modo: si la celda esta vacia, la evaluacion es 0; si la celda
contiene el entero n, la evaluacion es n; en cualquier otro caso, la celda contiene una férmula
C1+Cy y €l resultado es la evaluacion de la celda de coordenada ¢4, sumado a la evaluacion de
la celda de coordenada c,. La signatura de este tipo es:
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crea: nat nat — hoja, crea una hoja de calculo con las filas y las columnas numeradas del
uno a los naturales dados; inicialmente, todas las celdas estan vacias

ins_valor: hoja coordenada enter — hoja, inserta el entero en la celda de coordenada
dada, sobreescribiendo el contenido anterior de la celda

ins_féormula: hoja coordenada coordenada coordenada — hoja, siendo ¢4, C; Y C3 las
coordenadas dadas, inserta la férmula ¢, +¢3 en la celda de coordenada c; de la hoja,
sobreescribiendo el contenido anterior

valor: hoja coordenada — entero, devuelve la evaluacion de la celda dada

Las coordenadas se definen como instancia del universo PAR (v. fig. 1.31), siendo los dos
parametros formales el tipo de los naturales.

a) Especificar el tipo hoja, controlando todos los errores posibles (referencias a
coordenadas fuera de rango, ciclos en las férmulas, etc.).

b) Pensar en la extension en caso de permitir formulas arbitrarias (quizas se podria definir el
tipo féormula, con algunas operaciones adecuadas...).

1.14 Se quiere especificar una tabla de simbolos para lenguajes modulares (como Merli)
que organice los programas como jerarquias de médulos. Las operaciones escogidas son:

crea: — ts, crea la tabla vacia

declara: ts médulo cadena caracts — ts, registra que el identificador ha sido definido
dentro del médulo con una descripcién dada

usa: ts médulo médulo — ts, registra que el primer mdédulo usa el segundo, es decir,
dentro del médulo usador son visibles los objetos declarados dentro del médulo usado

usa?: ts modulo — cjt_maddulos, da todos los médulos que usa el médulo dado. Hay que
considerar que el uso de moédulos es transitivo, es decir, si my usa my, y m, usa ms,
entonces m; usa mz, aunque no esté explicitamente declarado. Para simplificar, puede
considerarse que todo médulo se usa a si mismo

consulta: ts moédulo cadena — cjt_caracts, devuelve el conjunto de todas las
descripciones para el identificador que sean vaélidas dentro del mddulo dado (es decir,
las descripciones declaradas en todos los mdédulos usados por el médulo dado)

(Notar que no hay una operacion explicita de declaracién de médulos; un médulo existe si
hay alguna declaracion -de uso o de identificador- que asi lo indique.)

Se puede suponer la existencia de las operaciones necesarias sobre los conjuntos y las
cadenas.

1.15 Se quiere especificar un diccionario de palabras compuestas de n partes como
maximo, n < 10. Cada parte es una cadena de caracteres. El diccionario ha de presentar
operaciones de acceso individual a las palabras y de recorrido alfabético; concretamente:

crea: — dicc, crea el diccionario vacio
inserta: dicc cadena ... cadena (10 cadenas) — dicc, registra la insercion de una palabra
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compuesta de k partes, k< n; todas las cadenas de la k+1 ala n son la cadena vacia; da
error si la palabra ya estaba en el diccionario

borra: dicc cadena ... cadena (10 cadenas)— dicc, borra una palabra de k partes, k < n;
todas las cadenas de la k+1 ala n son la cadena vacia; error si la palabra no esta en el
diccionario

estd?: dicc cadena ... cadena (10 cadenas)— bool, comprueba si una palabra de k partes
esta o no en el diccionario, k < n; todas las cadenas de la k+1 ala n son la cadena vacia

lista: dicc— lista_cadenas, devuelve la lista ordenada alfabéticamente de todas las
palabras del diccionario sin considerar las partes que las componen

Es importante definir correctamente la igualdad de palabras: dos palabras son iguales si y
sélo si estan compuestas por las mismas partes; asi, la palabra méd/ic/amente es diferente de
la palabra médic/a/mente porque, a pesar de tener los mismos caracteres, su distribucién en
partes no concuerda (considerando ‘/' como separador de partes).

Se puede suponer la existencia de las operaciones necesarias sobre las cadenas y las listas.

1.16 a) En el juego del mastermin participan dos jugadores A y B con fichas de colores. A
imagina una combinacion "objetivo" de cinco fichas (sin repetir colores) y B debe adivinarla.
El jugador B va proponiendo jugadas (combinaciones de cinco fichas de colores no
repetidos; se dice que cada ficha va en una posicidon determinada), y el jugador A responde
con el numero de aciertos y de aproximaciones que contiene respecto al objetivo. Se
produce acierto en cada posicion de la jugada propuesta que contenga una ficha del mismo
color que la que hay en la misma posicidn del objetivo. Se produce aproximacién en las
posiciones de la jugada propuesta que no sean aciertos, pero si del mismo color que alguna
otra posicion del objetivo. En el siguiente ejemplo, la propuesta obtiene un acierto y dos
aproximaciones:

Posiciones 1 2 3 4 5
OBJETIVO:  Amarillo Verde Rojo Azul Fucsia
PROPUESTA: Azul Verde Amarillo Marron Naranja

La secuencia de jugadas hechas hasta un momento dado proporciona una pista para la
siguiente propuesta del jugador B, de manera que, cuando B propone una jugada, puede
comprobar previamente que no se contradiga con los resultados de las jugadas anteriores.
Una propuesta coherente a partir del ejemplo anterior (donde B supone que el acierto era el
marron y las aproximaciones el amarillo y el verde) seria:

Posiciones 1 2 3 4 5
PROPUESTA: Amarilo Purpura Gris  Marrdn Verde

Especificar este juego con la signatura siguiente:
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crea: jugada — mm, deposita en el tablero la jugada objetivo

juega: mm jugada — mm, deposita en el tablero la jugada siguiente propuesta

aciertos, aproxs: mm — nat, da el nimero de aciertos y aproximaciones de la Ultima jugada
propuesta, respectivamente

coherente: mm jugada — bool, comprueba si una jugada es coherente con las anteriores

Suponer que se dispone de una constante para cada color: blanco, amarillo, ...: — color, asi
como de una operaciéon de comparacion, ig: color color — bool. Se dispone, ademas, de la
definicién del género jugada, con unas operaciones bdsicas que se pueden suponer
correctamente especificadas:

crea: color color color color color — jugada, constructora de jugadas
qué_color: jugada nat — color, devuelve el color de la ficha que hay en la posicién dada
de la jugada

b ) Modificar la especificaciéon permitiendo la repeticién de colores en las jugadas.

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



	c: © Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.


